» 
[Re 
u 


x 
Rn 
= 
A: 
ER 
“ Ö 
3 
€ 
SE 
“4 
FR 
* 
“ 
Be 
Pi 
4 
a 
. 
$ 


nn engen nn 
nr 








Journal 


für die 
reine und angewandte Mathematik. 


In zwanglosen Heften. 


Herausgegeben 


von 


L. Kronecker ını K. Weierstrass. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich-Preussischer Behörden. 


Fortsetzung des von 
A. L. Crelle (1826 bis 1856) und €. W. Borchardt (1856 bis 1880) 


herausgegebenen Journals. 


Band 102. 


In vier Heften. 


Mit zwei Figurentafeln. 











Berlin. 1888. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 





Sendungen von Beiträgen für das Journal erbittet die Redaction ausschliesslich 
unter der Adresse: 

An die Redaction des Journals für die reine und angewandte Mathematik, Ver- 
lagsbuchhandlung von Georg Reimer. Berlin S.W., Anhaltische Strasse 12. 





Inhaltsverzeichniss des Bandes 102. 


Bigler. Ueber Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. Ilierzu Firure 
tafel 11. - 

Cardinaal, J. Zur geometrischen Theorie der ebenen ÜCurven vierter Ord- 
nung. 

Hensel, K. Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel. 

Hofmann, F. Zwei geometrische Beweise eines Satzes von Hesse. Hierzu 
Figurentafel 1. 

Kneser, A. Arithmetische Begründung einiger algebraischer Fundamental- 
sätze. 

Königsberger, L. Untersuchungen über die Existenz eines Functional- 
theorems. . 

Kronecker, L. Bemerkungen über die Jacobischen Thetaformeln. 

Perott, J. Sur l’equation ’—Du’ = —1.. 

Pochhammer, L. Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren hyper- 
geometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten. 

Rudio, F. Ueber primitive Gruppen. 

Scheibner, W. Ueber die Producte von drei und vier Thetafunctionen. 

Schottky, F. Zur Theorie der Abelschen Functionen von vier Variabeln. 

Schwering, K. Beitrag zur Theorie gewisser complexer Zahlen. 


Stern, M. Zur Theorie der Function E(z). 


S; 
231 —254 
I60-—114 
2713—303 
119—154 
A)- #8, 


' RER 19 














Ueber primitive Gruppen. 


(Von Herrn F. Rudio in Zürich.) 


In 16. Bande des Liouvilleschen Journals (Serie 2) hat Herr Camille 
Jordan das folgende bemerkenswerthe Theorem bewiesen: 

Enthält eine primitive Gruppe des Grades n eine primitive Gruppe des 
Grades v, so ist sie mindestens (n—v-+l)-fach transitiv. (Vergl. namentlich 
auch Netto Bd. 83 dieses Journals.) 

Im Folgenden soll dieser Satz auf einem direeteren Wege bewiesen 
werden unter Benutzung einer Eigenschaft primitiver Gruppen, welche die 
übliche Definition der Primitivität und Imprimitivität ihrem Inhalte nach 
zu vereinfachen geeignet ist. 


I. 

Wie man auch die Elemente einer primitiven Gruppe in zwei Systeme 
d,@y...a, und b,b,...b, (A>1, u>0) vertheilen mag, die Gruppe enthält 
immer eine Substitution, welche ein a durch ein anderes a und gleichzeitig ein 
a durch ein b ablöst. 

In der eitirten Abhandlung benutzt Herr Netto diesen Satz, aber ohne 
ihn in dieser allgemeinen Form auszusprechen und auch ohne Beweis. Er 
bildet aber einen wesentlichen Bestandtheil unserer Untersuchung. 

Zum Beweise nehme man an, die primitive Gruppe enthalte keine 
Substitution, welche ein a durch ein anderes a und gleichzeitig ein a durch 
ein 5 ablöst. Dann enthält sie auch keine Substitution, welche ein a 
durch ein b ablöst und irgend ein a unversetzt lässt. Denn angenommen, 
o=(a,)(a,b,...)... sei eine solche, dann giebt es eine Substitution 7 = (a,&....).... 
welche in Folge unsrer Voraussetzung 5b, entweder unversetzt lässt oder 
durch ein anderes 5 ablöst. Die Substitution o7 löst dann aber a, dureh 
a, und gleichzeitig a, durch ein b ab, widerspricht also unsrer Voraussetzung. 
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In Folge dessen muss die Substitution s = (a,b,...)... jedes « durch 
ein Element b ablösen. Es ist also «4 Ist u=4, so bilden jetzt die 
Elemente a,, @, ... a, und b,, b,, ... b, zwei Systeme der Imprimitivität, 
insofern jede Substitution die Elemente eines Systems entweder durch alle 
Klemente desselben oder durch alle Elemente des andern Systems ablöst. 

Ist dagegen « >4, so zerfallen die Elemente unsrer Gruppe in die 
drei Systeme @,, @, ... a; bi, b2, ... db, und c,, ©, ... c,, wo die b die 
durch die Substitution s definirten Elemente bedeuten sollen. Dann ist zu- 
nächst klar, dass jede Substitution, welche ein 5 durch ein b ablöst, jedes 
b dureh ein 5b ablösen muss; denn andernfalls würden wir durch Trans- 
formation mittels der Substitution s”', welche jedes 5 durch ein a ablöst, 
eine Substitution herstellen können, welche unsrer Voraussetzung wider- 
spricht. Daraus folgt weiter, dass jede Substitution, welche ein a, durch 
ein b, ablöst, jedes « durch ein 5b ablösen muss. Denn wenn wir zunächst 
a, durch a,, dieses dann mittels der Substitution s durch 5, und dieses end- 
lich dureh 5b, ablösen, so wird jedes « zunächst durch ein a, dieses dann 
durch das entsprechende b und dieses endlich wieder durch ein 5 abgelöst. 
Ebenso muss jede Substitution, welche ein b durch ein a ablöst, jedes 5b 
durch ein a ablösen. Die Substitution t= (a,c,...)... muss daher jedes «a 
durch ein e ablösen, d.h. es ist v4 Istv=4, so bilden jetzt die Ele- 
mente &, @, :.: 5 di, Der +. Di Cu & -». 6, rei Systeme der Im- 
primitivität. Hierzu ist nur noch einzusehen, dass jede Substitution, welche 
ein e durch ein e ablöst, jedes e durch ein e ablösen muss. Andernfalls 
würden wir nämlich dureh Transformation mittels der Substitution £”’, welche 
jedes e durch ein a ablöst, zu einer Substitution gelangen, welche unsrer 
Voraussetzung widerspricht. Ist dagegen v>4, so tritt zu den drei 
Systemen @, ... 45 Di, ... D35 ©, «.. ©; noch ein viertes d,, ... d, hinzu, 
und es lässt sich dann wieder zeigen, dass e—4 ist. So fortfahrend er- 
kennt man, dass in Folge unserer Annahme die Elemente in Systeme der 
imprimitivität zerfallen, dass also die gegebene Gruppe Keine primitive ist. 
Man kann daher die Primitivität und Imprimitivität folgendermassen definiren: 

Eine transitive Gruppe heisst imprimitiv, wenn es möglich ist, ihre 
Elemente in 2 Systeme a,, @. ... a, und b,, b., ... b„ (k>]1, u>0) der- 
art zu vertheilen, dass eine Substitution, welche ein a durch ein anderes a und 
gleichzeitig ein a durch ein b ablöst, nicht vorkommt. Sie heisst primitiv, 


ıvenn eine solche Vertheilung ihrer Elemente unmöglich. ist. 
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Bei der imprimitiven Gruppe ist es dann, wie wir gesehen haben, 
Gegenstand des Beweises, dass ihre Elemente in Systeme von gleich 
vielen Elementen derart vertheilt werden können, dass jede Substitution der 
Gruppe die Elemente eines Systems entweder durch alle Elemente desselben 
oder eines und desselben anderen Systems ablöst. 

Als Anwendung möge der Beweis eines Satzes folgen, den mir Herr 
Frobenius mitgetheilt hat und der in vielen Fällen ein nützliches Kriterium 
der Imprimitivität liefert: 

Wenn in einer transitiven Gruppe alle Substitutionen, welche ein be- 
stimmtes Element, etwa x,, nicht enthalten, noch ein bestimmtes zweites Element, 
etwa x,, ungeändert lassen, so ist die Gruppe imprimitive. 

Die gegebene transitive Gruppe sei von der Ordnung Ak und vom 


. B: u ’ ei 
Grade ». Dann giebt es r = 2 Substitutionen, — sie mögen $.. 8. ... 8 
r ! 


heissen —, welche r, nicht enthalten. Angenommen, alle diese r Substitutionen 


liessen auch noch gleichzeitig bestimmte andere Elemente ungeändert, und 
zwar seien X,, %, ... x, alle Elemente, welche bei jeder der r Substitutionen 


unversetzt bleiben. Ausser jenen r Substitutionen enthält dann die Gruppe 


keine andere, welche eines der Elemente x,. ©, ... =, ungeändert lässt. 
Seien nun x, und x, zwei beliebige Elemente des Systems z,, m. ... 


Nach dem Früheren reicht es dann zum Beweise der Imprimitivität der 
gegebenen Gruppe aus, zu zeigen, dass jede ihrer Substitutionen, welche 
x, durch x; ablöst, ein jedes Element des Systems z,, z,, ... x, wieder 
durch ein Element desselben Systems ersetzt. 

In der That, sei # eine Substitution der Gruppe, welche x, durch r; 
und gleichzeitig ein dem Systeme z,, &,, ... x, angehöriges Element x 
(welches auch gleich x; sein kann) durch ein Element x, ablöst. Dann ist 
zu zeigen, dass auch x, dem Systeme x,, 25, ... x, angehört. "T'ransformirt 
man aber s,, 5, ... s, durch f, so erhält man r Substitutionen, welche r; 
nicht enthalten und welche folglich, abgesehen von der lreihenfolge, mit 
Ss 82, ... 8, identisch sind. Da aber diese transformirten Substitutionen 
auch sämmtlich x; nicht enthalten, und da ferner x,. z&;, ... x, die einzigen 
Elemente sind, welche in allen r Substitutionen s,. 8, ... s, fehlen, so muss 
folglich 2; dem System x,, 2, ... x, angehören. Die Gruppe ist daher 
imprimitiv. 
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I. 

Nach dieser Vorbereitung möge zunächst folgender Satz bewiesen 
werden: 

Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine transitive Gruppe 
y des Grades v, so enthält sie auch eine zu g ähnliche Gruppe, welche zwei 
vorgeschriebene Elemente von G versetzt. 

Transformirt man nämlich g durch alle Substitutionen von @ und 
bildet aus den so entstehenden ähnlichen Gruppen g, g', 9’, ... die Gruppe 
H=(g9, 9,9, ...), So ist diese transitiv, weil @ primitiv ist. (Vergl. 
C. Jordan, 'Trait@ ete. Nr. 53.) Da nun die transitive Gruppe H eine Sub- 
stitution enthalten muss, welche ein beliebiges x, durch ein beliebiges «, 
ablöst, so ist dies doch nur dadurch möglich, dass entweder eine der Gruppen 
9: 95 9»... bereits x, und x, enthält, oder aber, dass die Verbindung von 
x, und x, durch Vermittlung von Elementen z,, &;, ... &,, x, erfolgt, 
in dem Sinne, dass eine Gruppe g; die Elemente x, und x,, eine andere 
y. die Elemente x, und x; u. s. f., schliesslich eine Gruppe g, die Elemente 
x, und x, und eine Gruppe g, die Elemente x, und x, enthält. Von den 
Gruppen 9, 955 ++. 9, darf vorausgesetzt werden, dass sie x, und x, nicht 
enthalten, weil sonst die Verbindung zwischen diesen Elementen auf einem 
kürzeren Wege hergestellt werden könnte. Transformirt man nun g,; durch 
die Substitution (z,0;...)... von g,, so entsteht eine ähnliche Gruppe, welche 
x, und x, enthält. Diese transformire man durch die Substitution (z;, &,, ...)--- 
von g,; und erhält eine ähnliche Gruppe, welche x, und x, enthält u. s. f., 
bis man zu einer Gruppe gelangt, welche x, und x, enthält. 

Es besitzt also in der That @ eine zu g ähnliche Gruppe, welche 
zwei vorgeschriebene Elemente von @ umfasst. Ist beispielsweise v = 2, so 
folgt aus diesem Satze, dass, wenn eine primitive Gruppe eine Transposition 
enthält, sie alle Transpositionen enthalten muss, also symmetrisch ist. 


Ill. 


Wenn eine Gruppe @ des Grades n allemal eine Untergruppe besitzt, 
welche zwei beliebig vorgeschriebene Elemente von G enthält und einer ge- 
gebenen primitiven Gruppe g des Grades v ähnlich ist, so besitzt @ auch eine 
su g ähnliche Untergruppe, welche zwei vorgeschriebene Elemente enthält, ein 


vorgeschriebenes drittes aber nicht. 
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In diesem Satze und der weiter unten folgenden Anwendung des- 
selben auf die Bestimmung der Transitivität von @ besteht wesentlich der 
Unterschied zwischen dem hier entwickelten Beweise des Jordanschen 'Theo- 
rems und demjenigen, welchen Herr Netto in der oben erwähnten Abhand- 
lung gegeben hat. 

Es seien z;, &,, x, drei beliebig gewählte Elemente von @. Nach 
Voraussetzung existirt eine zu g ähnliche Untergruppe A, welche z, und «, 
enthält. Angenommen, sie enthalte auch x,, dann giebt es eine andere zu 
qg ähnliche Untergruppe A’, welche x, und etwa x 
in k nieht vorkommendes Element bedeute. Enthält A ausser x, noch andere 


. enthält, wo x, ein neues 
neue, d. h. in k nicht vorkommende Elemente, so muss nach der Definition 
der Primitivität die primitive Gruppe 4’ eine Substitution besitzen, welche 
ein neues Element durch ein anderes neues und gleichzeitig ein altes Ele- 
ment, etwa z,, durch ein neues ablöst. 'T’ransformirt man % durch diese 
Substitution, so entsteht eine ähnliche Gruppe %’, welche in Bezug auf A 
weniger neue Elemente besitzt als »’, aber sicherlich noch eines. Enthält 
h" mehr als ein neues Element, so kann man h abermals durch eine passende 
Substitution von 4A” transformiren u.s.f. So gelangt man schliesslich zu 
einer Gruppe Ah,, welche zu A ähnlich ist und mit k in allen Elementen 
bis auf eines übereinstimmt. Enthält %, zufällig das Element x, nieht, so 
ist A, die gewünschte Gruppe, kommt aber x, noch vor und ist x, das eine 
fremde in A nicht vorkommende Element von A,, so transformire man 
durch die Substitution (z,2,...)... von A, wodurch x, wegfällt. In jedem 
Falle also erhalten wir eine zu g ähnliche Untergruppe, welche die vor- 
geschriebenen Elemente x, und x, enthält, ein vorgeschriebenes drittes Ele- 
ment x, aber nicht. 


IV. 
Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine primitive Gruppe 
g des Grades v, so enthält sie auch eine zu g ähnliche Gruppe mit v vorge- 
schriebenen Elementen. 
Die Elemente von @ seien z,, 22, »». 2uys Iayııı + Z,, dann 
lässt sich zeigen, dass eine zu g ähnliche Untergruppe von @ existirt, welche 
die Elemente x,_,;., ... x, enthält. Nach dem Früheren besitzt nämlich 


G eine zu g ähnliche Untergruppe, welche die beliebig gewählten Elemente 
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x, und x, enthält, das Element x, aber nicht. Bezeichnen wir daher mit 
@, diejenige Gruppe, welche aus allen Substitutionen von @ besteht, die x, 
nicht enthalten, so besitzt @, allemal eine Untergruppe, welche zu g ähn- 
lich ist und die beliebig gewählten Elemente x, und x, von @, enthält. Es 
gelten also für @, genau dieselben Voraussetzungen wie für @ selbst, und 
es besitzt daher nach dem Satze III @, auch eine zu g ähnliche Untergruppe, 
welche zwei vorgeschriebene Elemente von @, enthält, ein vorgeschriebenes 
drittes. etwa @,, aber nicht. Bezeiechnen wir daher mit @, diejenige Gruppe, 
welche aus allen Substitutionen von @, besteht, die &, nicht enthalten, so 
besitzt jetzt @, allemal eine zu g ähnliche Untergruppe, welche zwei be- 
liebig gewählte Elemente von @, enthält. Es gelten daher auch für @, 
dieselben Voraussetzungen wie für @, und für @, und es besitzt daher auch 
(@, eine zu g ähnliche Untergruppe, welche zwei beliebig vorgeschriebene 
Elemente von @, enthält, ein vorgeschriebenes drittes, etwa z,, aber nicht. 

Auf diese Weise erhalten wir eine hkeihe von Gruppen G, @,., 
@,, ... @,_,,. von denen jede folgende eine Untergruppe der vorhergehenden 
ist und welche alle dieselben Voraussetzungen erfüllen wie @ selbst. Die 
letzte Gruppe @,_, dieser Reihe enthält die v Elemente ©,_,41, »:- %, 
und besitzt eine zu g ähnliche Untergruppe h des Grades v. Da aber 
auch eine Untergruppe von @ ist, so ist damit gezeigt, dass @ eine zu g 
ähnliche Gruppe besitzt, welche » vorgeschriebene Elemente enthält. 

Besitzt beispielsweise @ eine Circularsubstitution der Primzahlord- 
nung p, so besitzt sie auch eine dazu ähnliche Substitution, welche p vor- 
oeschriebene Elemente enthält. Da für p=3 die Reihenfolge der Elemente 
keine Rolle spielt, so folgt, dass, wenn eine primitive Gruppe eine Cireular- 
substitution dritter Ordnung enthält, sie alle Cireularsubstitutionen dritter 
Ordnung enthalten muss, also die alternirende Gruppe umfasst: 


V. 
Enthält eine primitive Gruppe @ des Grades n eine primitive Gruppe 
q des Grades v, so ist sie mindestens (n—v-+1)-fach transitiv. 
Wir haben soeben, ausgehend von der Existenz der primitiven Gruppe 
q des Grades v, eine Reihe von Gruppen @, @,, @, ... @,_, eonstruirt, 
von denen jede folgende eine Untergruppe der vorhergehenden ist. Alle 
diese Gruppen sind transitiv; denn eine jede derselben besitzt eine transi- 
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tive Untergruppe, welche zwei beliebige ihrer Elemente enthält. Nun gilt 
aber folgender Satz: 

Ist @ eine k-fach transitive Gruppe des Grades n, ferner G, diejenige 
Gruppe, welche aus allen Substitutionen von @ besteht, die &,, &,, ... 7, nicht 
versetzen, und ist G, noch 4-fach transitiv, so ist die ursprüngliche Gruppe (G 
(k+4)-fach transitiv. 

Daraus folgt, dass von den Gruppen @, @,. @, ... @,_, Jede vor- 
hergehende einmal mehr transitiv ist als die folgende. Es ist also @ 
mindestens (a—v+1)-fach transitiv. 

Ist die gegebene Untergruppe g von @ 4-fach transitiv, so muss 
natürlich @ mindestens (a—v+4)-fach transitiv sein. 

Aus dem bekannten T’heoreme des Herrn €. Jordan über die Grenze 
der Transitivität ergiebt sich jetzt die Folgerung: 

Enthält eine primitive Gruppe @ des Grades n eine primitive Gruppe, 
deren Grad eine gewisse von n abhängige Grenze nicht übersteigt, so ist (G 
alternirend oder symmetrisch. 

Diese Grenze ist die grösste Primzahl, welche kleiner als »—2 ist. 


VI. 

Man kann dem nunmehr bewiesenen Jordanschen Theoreme noch 
eine andere Fassung geben. Die primitive Untergruppe g des Grades v 
möge die a„—r = k Elemente z,, 2, ... z, unversetzt lassen. @, sei die- 
jenige Gruppe, welche aus allen Substitutionen von @ gebildet ist, die ,, 
2a, «+. 2, nicht versetzen, dann ist auch @, primitiv. Es folgt dann weiter, 
dass jede Gruppe, die aus allen Substitutionen von @ gebildet ist, welche 
bestimmte andere %k Elemente unversetzt lassen, zu @, ähnlich ist, und das- 
selbe gilt von den entsprechenden Untergruppen höheren Grades, welche 
gleich viele Elemente unversetzt lassen. Das Jordansche 'Theorem lässt 
sich nun folgendermassen aussprechen: 

Ist G@ eine primitive Gruppe und ist diejenige Gruppe, welche aus allen 
Substitutionen von @ besteht, die k bestimmte Elemente unversetzt lassen, 
wiederum primitiv, so ist @ mindestens (k--1)-fach transitiv. 

In dieser Form bildet der Satz eine wichtige Ergänzung zu dem in 
V. benutzten Hülfssatze. Es zeigt sich nämlich jetzt, dass letzterer in seinen 


Voraussetzungen zu viel verlangt. Es ist nicht nothwendig, @ als eine 
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k-fach transitive Gruppe vorauszusetzen, um aus der 4-fachen Transitivität 
von G, auf die (k+4)-fache Transitivität von @ schliessen zu dürfen, es 
genügt zu wissen, dass @ primitiv ist. 


Anmerkung. Es sei gestattet, an dieser Stelle ein Versehen zu berichtigen, 
welches sich in meiner Arbeit: „Ueber die Bewegung dreier Punkte in einer Geraden“ 
(Bd. 100) befindet, und auf welches mich Herr Schläfli aufmerksam zu machen die 
Güte hatte. In der letzten Gleichung pag. 445 ist ein Quadratzeichen übersehen 
worden. In Folge dessen ist auf der linken Seite der folgenden Gleichung die Quadrat- 
wurzel zu streichen und das bezügliche Integral entsprechend abzuändern. Endlich 


ee dp 
ist noch pag. 445 Zeile 8 von unten de statt P zu lesen. 


Zürich, den 12. Januar 1887. 
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Zur Theorie der Function E(r). 


(Von Herrn M. Stern in Bern.) 


Neien m und n» zwei ganze positive Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Factor, x eine positive aber nicht ganze Zahl und sei me = E(mzx)-+Hh, 
nz=E(nxz)+g, also g und % kleiner als die Einheit. Nimmt man dann 
die Differenz der zwei Reihen 


n—] 


A.= ZE(- +) und B= 2 E( = +9), 
1 j 


1 x m 


so findet man A.—B. = nh -mg = mE(nxz)—nE(mz). Um dies zu beweisen, 


bemerke man zunächst, dass jeder Ausdruck n(— +h), wo / irgend eine 
re r ‚/ Im m\, 

ganze positive Zahl bedeutet, entweder = E( F ) oder = E( — )+1 ist, 

Pi: u 

ebenso E(“ +9) entweder E(" -) oder E ee) -1. Ein Glied E (es +h) 


. Im i a Er WE rn 
der ersten Reihe, welches = E (— )+1 ist, ebenso ein Glied E( = +9) 


In 


der zweiten Reihe. welches = E(- -)+1l ist, soll im Folgenden ein voll- 


ständiges Glied heissen. Nun ist bekanntlich 


5 SE 
rm sn ’ 
E(- .)= -)=} I(m—-1l)(n—]). 
< —1 N 


die Differenz A.—B. giebt also = Unterschied der Anzahl der vollständigen 
Glieder an, welche in der ersten und in der zweiten Reihe vorkommen. 


k+1 


i s w , sad 
Sei nun Ah u und h<_- „;, wo keine ganze positive Zahl (Null 


eingeschlossen) bedeuten soll. Dann werden in der ersten Reihe alle und 


r r ie r i rm rm Bi. 
nur die Glieder vollständige sein, bei welchen > E\ ; +1— — ist: 
r n 
rm 
d.h. wenn man - —=E(” + setzt, so muss « einen der k Werthe 
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n—1, n—2,.... n—k annehmen. Da aber für r alle Zahlen 1, 2,... n—1 E 





gesetzt werden sollen, so muss auch « alle diese Werthe, wenn auch in b 
" ; r' m r''m 3 
anderer ei annehmen. Denn gäbe es zwei Werthe ER, = 
so dass r und r" zwei ganze Zahlen wären, die beide kleiner als » sind, 24 
und man hätte 4 
r'm r'm a rm a'' ” 
en Deore 
e ru 2 re E + 
.. ! m . r ’ E | 
so wäre FF eine ganze Zahl, was nicht sein kann, da m und » 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Es müssen also unter den Werthen 1 
von « auch die k Werthe n—1, »—2, ... n—k vorkommen, und es giebt “ 
mithin in ru ersten Reihe wirklich % vollständige Glieder. Setzt man 4 
- 1 . . . = 
ferner 9 —, 9g<- SLh,, so ergiebt sich ebenso, dass die zweite Reihe i “ 
vollständige Glieder enthält, und demnach 
A.—B. — k—i. 
Nun ist 
ö k BA, 
me = E(mxz)+h— E(mx)+ -, mz< E(m2)+ — 
also 
mnc — nE(mz)+k, mnz<nE(ma)+k+1 
und 
E(mnz) = nE(mx)+k. 
Ebenso folgt aus a 
2 5 ©. 
ne — - E(nz)+--, ne <_ E(nx)+- _ 2 
E(mnz) = mE(nz)-+i. 
Also 
A. = I(m—1)r—1)+k= I(m—1)(n—1)+E(mne)—nE(mz«), 
B. = 1(m—1)(n—1)+i = 4(m-— 1)(n--1)+ E(mnz)—mE(ne), 
und i 
A.—B. = k—-i= mE(nxz)—nE(mz) =nh—mg, 
was zu beweisen war. 
In dem besonderen Falle, wenn m» =1 ist, wird B=(0, und man hat 
Nn— er. 
A.= ZE(-+h)=E(nz)—nE(a). / 
Nun ist in diesem Falle PR z—E(x), also nh =nxe—nE(x) und E(nh) “ 
— E(nx)—nE(x), mithin 2 


ZE( +h) = E(nh). 


“ en IK 
N Te er a 2 


ei AR RA 


2 
Bey: 
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Es wurde zwar hierbei A <1 vorausgesetzt; diese Einschränkung ist jedoch 
nur scheinbar. Setzt man nämlich 4 wo h, wo s eine ganze positive 
Zahl bedeutet, an die Stelle von A, so hat man 


"5 Nn— 
E(—- +1) = (a—1)s+ e> BE +h)=ns—-s+E(nh) = En(s+h)—E(s+h) 
= 


oder 
n—1 N 
= Bi + h) = E(nh)— Eh). 


n 


Diesen Satz hat zuerst Herr Hermite gefunden *). 
Es wurde bisher vorausgesetzt, dass m und » keinen Be 


i : ’ nf UM sn 
lichen Factor besitzen. Der oben benutzte Satz FE E( ) = = E (=) 
v=] l 
gilt aber auch noch, wenn m und » einen grössten Sestlnitiichen Factor 
q haben, obgleich in diesem Falle der Werth der zwei Reihen nicht mehr 


I(m—1)(n—1) ist. Ist nämlich m = gt, n= gu, so hat man 


el) - Felt) 


Nun kann man diese Reihe in die folgenden g Reihen zerlegen 


EC )HEG IH +E(aD )Hi 
+E((u+1)--)+ E((w+2) - )++E(@u-1) —)4 21 
== 
r 7 ! N 
+ E ((g-2)a+1) + +E|(@-Va-1) z |+@-vı 
+ E|(@-Da+1)|+--+E(@qu-1) 7), 








wofür man auch setzen kann: 
E()+E(Z)+--+E(@-D)+ 


ae = )++E((&-1) - )+Q@-Dt+2% 


+E()+E @ led HE De-Dir-D: 
+E(!)+E(2)+-- + E(a-DI)+g-Da-Di 


) Acta Mathem; nv 





p. 315. 
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Demnach ist 


ZE() = EDEN | a-me—dt | a=dı 


r=1 n 2 


galt— 1 1) 0° ar tu 














oder, indem man wieder m statt gt und » statt qw setzt, 


S ZE("") = (m— rn gi ie BR - 


Dieser Werth ändert sich nicht, wenn man m und » ER durch diese 


mn—1 


. 5 rm SM\ .. ur: 
Vertauschung geht aber  & =)i in 5 E(-) über, und man hat mithin 
sl 
(m—1)(n—1) 
») Sas; 


—1 \ r i r 
+ als Werth ui dieser beiden Reihen. 2 


Statt der Reihen A. und B. hat man jetzt die Reihen 
er vl 
Go 52 
v- = R= +), 


-j; 5 E( 49), 


indem man noch immer @ 
mc=E(mz)+h, ne2= E(nx)+g E 
setzt. : 


Nimmt man nun 


— ge id u + h. 

h m’ h< u’ a I< =? E 
wo « und 2 ganze positive Zahlen (oder Null) sind, so folgt aus dem früher 4 
in Beziehung auf die Reihe A. Gesagten, dass die Zahl der vollständigen 3 
R R x u—1 ö fi ji \ j E 
Glieder, welche die Reihe ZE(--+h) enthält, gleich « ist, und man hat e 
.. 4 

mithin F 
gr u—1 r vi 4 

=E (= a Au ZE(-, ) ra. 4 

qu—1 $ 

Aus dem oben über die Zerlegung der Reihe E E(* -) in g Reihen Ge- h 
sagten ergiebt sich daher “4 
_ MW vt I—1)w—1 un e 

ER zE(? v +1) = qlt- X | I lm 1) tu-tge, 

dl vo t—1)\u—1 4 
D. a. >> p (— > g) u gdt— Br ) 10 l) tu+gqPp; 5 j 

y==] _ 


mithin &.—D. = g(e—P) 


RE RIO EEE 
BE a N a ea eb 3 Me 


Re se“ ” EN FETTE, 
A sl 7: 60 „ae 4 Br EAN 
RE N ar 33 Al 
N te 7 
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Nun ist 


= qm @ 4m qa+] 
mx — E(mz)-+ 1 ‚ mxz<- E(mx)+ ! 
2. a qu qu 
oder 
- gu as ya+1 
mx — E(mz)+ I me <7 E(mzx)-+ { 
BE n . n 
mithin 


mnz —_ nE(mxz)+go, mn <nE(mz)+ge-+l. 


Ebenso ergiebt sich aus 
qß+1 


Y (, eo Y N ' 
nz — E(nz)+ e nz < E(nx)+ ” 


mnz -mE(nz)+gP, mnz< mE(nz)+qP-+1. 
Demnach 
E(mnz) = nE(mr)-+ge =mE(nz)+q/, 
d.h. 
C.—D. = ga—gqP = mE(nz)—nE(mz) = nh—mg. 


Es ist dies derselbe Werth, der oben für A.—B. gefunden worden ist. 

In den Reihen A. und B. kommen gleich viel vollständige Glieder 
__ 9 _ E(nz) 
m h E(mx) 
haben dann gleichen Werth und enthalten beide, wenn m’ die kleinere der 


vor, wenn ‚ also a„h—-mg=k-i=0 ist. Die beiden Reihen 


zwei Zahlen m und » bezeichnet, höchstens m —1 vollständige Glieder. 
. r ii m ER 
Da nun in diesem Falle h=g „, 50 hat man mithin den Satz: 
Es ist 


n—1 m—1 > 
m sn \ 
A) - alr \ aa n N i 
F.= ZE((g+n)”)= 2 E(” +9). 
r 1 Ss 


n m / 


hn " \ 
Setzt man g = he, erhält man denselben Satz in der Form 


1 


un | n Te 
 E((h+s)"-)= 2 El" +1). 
- \\ Tr ) m < n 1 ) 
It z.B. m=5, n=7, 2=2,, soistme= 1!=%h, ne=14=g, mithin 


»h—mg=0. Hier ist 
6 4 
ZEHN) = Ra.44= 16, 


und jede Reihe enthält vier vollständige Glieder. 
Nun kann man die Bedingungen, auf welchen die Gleichung F. be- 
ruht, nämlich nz = E(nx)-+g, mx = E(mz)+h, nk = gm immer erfüllen, 
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wenn m und » zwei gegebene ganze positive Zahlen sind, g eine gegebene 


m TEE TERRRIRLTEN Bil Ze > a en 
na el en a ae \ ? 


Zahl 1, und zugleich mg <n, welche letzte Bedingung also von selbst er- 
füllt ist, wenn man für m die kleinere der zwei Zahlen m und » nimmt. Man 
bilde nämlich den Ausdruck a+ E ‚ wo a irgend eine ganze positive Zahl 
bedeuten soll, und setze x = = a+- n; dann ist ren mithin E(nz) =na 1 
. m 4 
und ze =E(nxz)+g; ferner ist me = = mat . Setzt man nun = Jh, ; 
n \ 
so ist mithin Aa<Z1, und man hat E(mz) =ma und mx = E(mx)-+h, zu- ; 
gleich ist gm =nh. Die verlangten Bedingungen sind also alle erfüllt, und | 
es folgt hieraus, dass die Gleichung F. immer statt hat, wenn m und » zwei i 
beliebige ganze Zahlen sind und g eine Zahl, die <1 und zugleich der 4 
u MG = . E: 
Bedingung + 1 Genüge leistet. : 
& n ; 
Bringt man die Gleichung } 
A.—B. = mE(nz)—nE(mx) 5 
in die Form ; 
nE(mx)-+ 3 zZE(” +h)= = m E(nz)+ & 3 : E( E +9), e 
wofür man also a 
. mE ru sn ’ \ 
E(mz)-+ 3 E( r +h +E(ma)) = E(nx)-+ Ss E( 2 +9+E(nz)) 
yı=3 
schreiben kann, und setzt man in diesem letzten Ausdrucke wieder mx statt 
E(mx)+h und nx statt E(nx)+g, so hat man 
i Bo rm Be sn 
G.= & E(ma+ )= & E(nc+ )- 
vl n s——U) m 
In dieser Form hat Herr Cesaro den Satz ohne Beweis gegeben *). 
| [2 * N * . * [2 r 
Setzt man hierin 2= ——, wo N irgend eine positive Zahl bedeutet, 
so hat man 
w. rm m—1 sn 
Selm) Zelte) 
n n m m 4 
Man kann die Differenz A.—B. noch in anderer Gestalt ausdrücken. Setzt A 
man nämlich 4 
2 


a KO) 
2 — E(z)+ a a E(x)+ 


a 10) wäh a 
2>E(a)+—, 2< E(e)+! - 


*) Nouv. Ann. des Mathem. Dec. 1885 p. I60. N 
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so ist 
m 1 


u 
z E(«+ —)=mE(2)+ k“?’ = E(mz), 


r y \ ) y x N 
55 E(x+ = nE(z)+1” =E(nz)*) 
ro n \ \ , 
und mithin 
m—1 n—1 
n > E(x+ — )—m z E (.+ - + — nk) — mil. 
s—() 


Setzt man ferner 


rm R N 
E (ma TC — mE (x+ ) +k,, 
n n 


\ 
) 
y f sn y Ss y 
E(nz . ) = nE(x+)+1 


m 
und 
zk= h,- r kt k.-ı, zi= +4 +6, 13 
so folgt 
n—1 
zZ E(m: cH+ —)= m > E(c+-) -)+ Eh = =mE(nz)+Zk, 
wi n\__ nn AFTE. r Tr Wi . 
ZE(ne+ ya z E(c- —) HZi=nE(mze)+21. 


In Folge der Gleichung @. ist also 
mE(nz)—nE(mx) = ZI— Ik, 
mithin auch 





= 21—- Fk = ml”— nk“; 

jeder dieser Ausdrücke giebt also den Unterschied der Anzahl der voll- 

ständigen Glieder in den beiden Reihen A. und B. an. 
Man betrachte jetzt die keihen 


m—1 


H.= ZE(" N), „= zE(" 9), 


m 


indem man wieder 
mx = E(mr)+h, ne = E(nxz)+g 


at { as ; 
setzt. Sei E( e —h) eines der Glieder der Reihe H., und man setze 
Im „/ Im a Im „/ im \ a 
= =E()+, also „BI )r,2 - 
n n n n vn N 
. a .,. . . no R 
Nun ist sowohl „ &s auch A positiv und kleiner als die Einheit. Dem- 


*) Man vgl. Acta Mathem. VIII, 93. 
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nach wird 
ze - E(-") oder E(" I 1 


. . & .,. r . . . 
sein, je nachdem „ _h positiv (Null eingeschlossen) oder negativ ist *). 


n 


r. ” k . . 
Nimmt man daher an, dass > -, wo wieder k eine ganze 


.,. r r . & .,. . . 
positive Zahl oder Null bedeutet, so ist „ _h positiv oder negativ, je nach- 


dem (die ganze Zahl) e>K oder «e —k ist. Nennt man nun die Glieder, 


ie: —h), welche - E()- 1 sind, unvollständige Glieder, so enthält 


die Reihe H. mithin %k unvollständige Glieder, was man ebenso beweist, 
wie oben das Vorhandensein k vollständiger Glieder in der Reihe A. 
Ebenso Kuna sich, wenn man 
In i i+l 
E() und g > ar, g< = 


m m 
(wo i eine ganze positive Zahl oder Null ist) nimmt, dass die Reihe J. 
demnach ö rg Glieder enthält. Da nun hier wieder 
—= E(mnx)—nE(mz), i=E(mnz)—mE(n«), 
hat man 


5 E ki rm -h)= m. 1) ar er (m--1)(n—1) +nE(mz)— E(mnz), 


>) 


= E( sn 9) ua ma) Be (m— un 1) +mE(nz)—- E(mnz) 


und 


: N u N a . R 
K.= 2 E("" —h)— & E(” -9)=i-k=nE(mz)—mE(n2). 
v3 == 


m 


Die Zahl k—i zeigt also an, wie viel unvollständige Glieder mehr in der 


*) Gewöhnlich definirt man E(z) so, dass dieser Ausdruck für alle (positiven oder 
negativen) Werthe von x, die, mit Rücksicht auf das Vorzeichen, kleiner als die po- 
sitive Einheit sind, verschwindet. Definirt man aber E(z) als die nächst kleinere 
ganze Zahl zu , x sei positiv oder negativ, und zwar mit Rücksicht auf das Vor- 


zeichen, wie das im Folgenden geschehen soll, so ist E(—x) = —1, wenn —z ein ächter 

negativer Bruch ist, und allgemein er —= —Er—]l, wenn z positiv ist. Ist also 

ei I 

E( u )= 0, d.h. _ ‚so ist E(-" —h)=0 oder = —l, je nachdem En 
n n n n 


positiv oder negativ ist, also auch in diesem Falle 


E(-" Im 1) = E( e) aan E(-" Im Ik 
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Reihe A. als in der Reihe J. vorkommen. und man hat wieder. wie früher. 


k—-i=nh—mg. 
Zugleich ergiebt sich 


n—1 r rm ® n—1 rm \ 
5 E\—+h)+ 5 E( —h) 
yazı n vr] N 
m—i1 sn m—1 sn 
= 3 E )+ 3 E( Eär )= (m-1)(n-1). 
“= \ m +9 i = m 4 \ AN / 
It .B.m=5,n=1(, 2=3%, also h=14 und g=3, so ist 
6 f " 6b i 4 i ® 
B: £@r+4)= 13, SE@r—-H=11, = F dir Fe 15 
y] v1 1 
4 
BT u EN € 
= E(ös 4) ) 


. k N I . 2.0 
Es wurde h > = und 9 > „_ vorausgesetzt. Ist = —, so ist das Glied 


f Im Im 


i \ : im . 
—h) der Reihe H., bei welchem —-= E( . 
ständiges, es kommen also dann nur 4—1 unvollständige Glieder in der Reihe 
vor, und man hat 


n 
: k D . 
)+ „ Ist, kein unvoll- 
! 


BE = 


(m— rn RR 


und ebenso hat man 


—1)(n—1 | 
J = Io IR REIN wenn g9= — 


| 


l 


* . . . l, ? . 
Man sieht aber leicht, dass immer zugleich = — und g= —— sein muss. 
2 n l 


. . [ . \ D r k 0) 
Denn substituirt man in mx = E(mz)+h statt h seinen Werth —, so folgt 
r - 


nmz = nE(mx)+k; nun ist zugleich nmx = mE(nx)+mg, es muss also mg 
eine ganze Zahl sein. Die Differenz H.—J. bleibt daher wie früher ö—k. 
Setzt man k-i=nh—mg=(0, so enthalten die Reihen A. und J. gleich 


mg 


viel unvollständige Glieder. Man hat demnach, indem man h = 
n 


setzt. ın 
diesem Falle 


n—]1 


= ZE6-DE)= FE -,) 


n - m / 


Nun sind die Bedingungen, auf welchen diese Gleichung beruht, dieselben 
wie diejenigen, welche die Gleichung F. voraussetzt, man kann also wie 
dort wieder nachweisen, dass die Gleichung K. immer statt hat, wenn m 
und » zwei ganze positive Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind. 
und g eine Zahl < 1, die der Bedingung mg <n genügt. 
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Bedeutet r wie bisher eine der Zahlen 1, 


rm ‚rrm . . 
=E( „.)te, so sei zuerst @<<h, alsdann ist 


nt 


E(m«) —E( — — h) = E(mx)—E = ) (h -«)) = E(mxz)+1—-E (+ —) 


\ 1/7 \ rm 
FE | E(mz)— (7 —h ))= 
Ist aber e >h, so Ist 


E(ma)—E( = —h) = E(mx)— E(--) 


E(E@ma)+h-0-E(”” )) = Ema)-E("*). 


und 
E\E(ma)— (*" -4)) = E(mz)—1-— E(-). 


. if, ® > . rm 
beiden Fällen ist also E(m&)— -E(” —h) um eine Einheit grösser als 


N 


/vw/ u rn . , . 
E\E(mxz)-+h— — - ) oder, wenn man wieder mx statt E(mx)+h setzt, 
! n 


E(m«) -E( (= -k)- E (ma— in ) =], 


n 


Ebenso ergiebt sich 
sn Y sn 
:(ne)—E(- " g)-E(ne— m )=1, 


wenn s eine der Zahlen 1, pl bedeutet. 
Nimmt man, wie schon oben angedeutet wurde, wenn = einen po- 
sitiven Werth bedeutet, den Werth —E(xz)—1 als Definition von E(—x), so 
rei | rm sn ' 
gelten die zwei Formeln auch noch, wenn mr — S oder ne — „ hegativ 
werden. Unter dieser Voraussetzung hat man daher allgemein 


M.=, > (E(m x)-E ._ -h))- & P> E(ma— — )+ E(mz)=n-—1l, 


ang 


N. = | x (E( n.x) = 9)) - ” E(nz- — )+E(n«) =m-—l. 


Ze m 


Nun kann man die Gleichung K auch in folgender Gestalt schreiben 


>. RL <= u nr rm m—i1 sn 
E(mx)+2 (E(mz) —E ar —h)) = E(nz) + < E(nx)— E( z -9) 
Mit Berücksichtigung dieser Gleichung erhält man also, indem man die 


Differenz M.— N. nimmt 


0. — 5 E(m2--)- 2 > E(n — - ”)=m-n 


r=UÜ s= ER 


... n—1l und setzt man 
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wofür man auch 


n—]1 
2 7 

SE (14 ME — 
(0) 


r= 


schreiben kann. 


> 


rm 
n / 


-| 
= 5 E(l+4nr- 
——=U 


m 


Da nach der oben gegebenen Definition, z sei positiv oder negativ, 


BF « 


immer Ee=—-E(—z)—1, so hat man demnach auch 


ni _ rm \ Ru \ 
y E -mıe) = EEK — NK): 
u / Azad, 17" / 
Y I r “ . . r ® 
Setzt man 2= ——, wo num N jede positive Zahl bezeichnen kann, so geht 
| 
die Gleichung 0. in 
Er n—]1 . m—1 j \ 
E N rm N aM sn \ 
a ’E = -— 3 Ei — — = mn 
= \n n I arm m ) 


über. wofür man auch 


n—1 N . N m—1 N N N £ / \ 
I. rm u] sn nt ne; 

x E( -- )- > E( - ) —= m—n-+KE\ Bi) 

y—1 n Be} m / n 


n m 


setzen kann. Nun ist 


: E(—) u E(-) N 

4 >> E(- A. PR: E(- an m om 

R. un n n 7 ut m m . 

B an f N x ( N \ ; 

“ Mithin, wenn E\ : ) zwischen 1 und 2—1 und E(-— ) zwischen 1 und m —1. 
l in? 


4 5 E ( N-—-rm ) 9 x | E( n ) ne E ( N ) 5 E( N \ j 


h. ? /N ’ m ? 
E r -E( =) +1 ’ s=E( - )-+1 s 


*) Man vgl. Bullet. des seienees mathem. Ser. 2, T. VIII, p. 255. 


Bern, den 1. März 1887. 











Arithmetische Begründung einiger algebraischer 
Fundamentalsätze. 
(Von Herrn Adolf Kneser in Breslau.) 


Her: Kronecker hat in Vorlesungen und Abhandlungen *) das metho- 
dische Prineip ausgesprochen und in wesentlichen Punkten durchgeführt, 
die rein arithmetisch formulirbaren Sätze der Algebra auf rein arithmetischem 
Were abzuleiten, d.h. auf die Benutzung der Irrationalzahlen und über- 
haupt aller unendlichen Processe zu verzichten, und nur mit Begriffen 
zu operiren, deren Anwendbarkeit auf jeden einzelnen Fall durch eine 
endliche Anzahl von Versuchen entschieden werden kann; im Sinne dieser 
Forderung soll in der vorliegenden Abhandlung eine Reihe fundamen- 
taler algebraischer Sätze nach neuen, rein arithmetischen Methoden be- 
wiesen werden. 

Den Ausgangspunkt bildet eine elementare Ableitung der Hauptsätze 
betreffend die Galoissche Resolvente, womit eine arithmetische Begründung 
der @Galoisschen Theorie der Affeete und Gruppen gewonnen wird. Diese 
zunächst unter Voraussetzung natürlicher Rationalitätsbereiche durchge- 
führten Entwiekelungen ergeben sodann eine einfache 'T'heorie des Gattungs- 
bereiches, insbesondere einen arithmetischen Beweis des Satzes, dass mehrere 
algebraische Grössen stets durch eine lineare Verbindung derselben rational 
ausdrückbar sind. 

Hieran schliesst sich, auf Grund der von Herrn Kronecker gegebenen 
Gestalt der Eliminationstheorie **), eine allgemeine Methode, jede Gleichung 
zwischen beliebig vielen algebraischen Grössen, auch wenn dieselben durch 
ein System von Gleichungen mit mehreren Unbekannten definirt sind, durch 


*) Vgl. Grundzüge einer arithmetischen Theorie ete. $ 25, dieses Journal Bd. XCH 
S.113. Vel. ferner Molk, sur une notion etc. Chap. I, Acta Math. Bd. VI S. 2. 
) 


=“) Grundzüge $ 10 a.a. 0. 8. 27. 
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eine äquivalente Congruenz nach einem einzigen, durch das Gleichungs- 
system bestimmten Modul, und damit das Rechnen mit Irrationalitäten durch 
das Rechnen mit ganzen Functionen von Unbestimmten zu ersetzen. Ge- 
nauer formulirt ergiebt sich das folgende Resultat. Sind beliebig viele 
Gleichungen F,(z,,2.,...x,)= (0 durch r verschiedene Werthsysteme 


Ic == gie) (u A E4 0 2 ,r) 


und nur durch diese zu erfüllen, so giebt es r Systeme ganzer Functionen 
Pu. einer Unbestimmten ®, welche nach einem irreductibeln Modul (we) 
von einander verschieden sind und den Congruenzen 


F,(9,,(w), p,(%), ... 9,(w))=0 (mod. p(w)) 
genügen; jede Gleichung zwischen Grössen & geht in eine richtige Con- 
sruenz (mod. p(w)) über, wenn man £{P durch g,,(w) ersetzt, und um- 
gekehrt. Alle möglichen Moduln y(w) stehen in einem einfachen Zusammen- 
hang mit einander, sodass sie alle aus einem von ihnen abgeleitet werden 
können. 

Wenn nun auch die Tendenz dieser Entwiekelungen im Allgemeinen 
dahin geht, die Existenz der Wurzeln für die Erledigung aller algebraischen 
Probleme, welche nicht mit der numerischen Auflösung der Gleichungen 
zusammenhängen, entbehrlich zu machen, so kann man doch die erhaltenen 
Resultate zur Aufstellung mannichfaltiger neuer Beweise für die Existenz 
der Wurzeln vom Typus des zweiten Gaussschen Beweises benutzen; ins- 
besondere gelingt es, dem schönen Euler - Lagrangeschen Existenzbeweise 
eine sichere Grundlage und völlig strenge Form zu geben. Dieser Beweis 
ist in der letzten Gestalt, wie er bei Lagrange *) vorliegt, nur dem dritten 
Gaussschen Einwande **) unterworfen, die „Existenz“ der Wurzeln schon zu 
benutzen und nur nach ihrer Form zu fragen; d. h. es wird mit Grössen im 
unbestimmtesten Sinne des Wortes, mit Rechnungsobjeecten operirt, welche die 
gegebene Gleichung mten Grades F(r)=0 für x gesetzt erfüllen, und 
übrigens genau denselben Rechnungsregeln wie die gewöhnlichen Zahlen 
unterliegen. Solche Rechnungsobjeete können und sollen nun wirklich auf 
rein arithmetischem Wege hergestellt werden; die Congruenz F(x) = 0 hat 


*) Traite de la resolution des equations numeriques (3° edition, 1826) Note \. 
Oeuvres t. VIII p. 234. 


**) D)emonstratio nova theorematis, omnem funetionem ete. Art.S, Werke Bd. III S. 14. 
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nämlich bei passender Wahl eines irreduetibeln Moduls stets m verschiedene 
rationale Wurzeln, mit denen man nach genau denselben Regeln wie mit 
den gewöhnlichen Zahlen rechnen kann, wenn man stets an Stelle der 
Gleichheit die Congruenz nach jenem Modul einführt; und mit diesen Con- 
gruenzwurzeln kann man genau diejenigen Schlussreihen entwickeln, zu 
welchen ZLagrange seine von Gauss gerügten hypothetischen Wurzeln von 
unbekannter Gestalt gebraucht. 

Als bekannt werden nur die elementaren Sätze betreffend die natür- 
lichen Rationalitätsbereiche und die Zerlegung ganzer Functionen in solchen 


bereichen *) vorausgesetzt. 


I. 


Arithmetische Theorie der Galoisschen Resolvente. 
l. Die Unbestimmten x,, 2, ... x, seien die Wurzeln der Gleichung 
1) Ha) =" - fe" +" +(-D"f,=0; 
D(f) sei die Diseriminante dieser Gleichung und A,(f) die Discriminante der 
im Bereich der symmetrischen Funetionen f irreduetibeln Gleichung, welcher 





die Grösse 
y= zi+nt+-+2,t", 
in welcher £ eine neue Unbestimmte bedeutet, genügt. Dann ist A,(f) das 


Produet aller Differenzen 
1, m 


1, m 
2) Z2.0-22t' = Pie. —-z)+HT), 
v - % 


- 
wobei go der kleinste Index ist, für welchen die Differenz «,—/?, von Null 
verschieden wird, und T eine ganze Function von £ und den Unbestimmten 
r, bedeutet; also, da 4A,(f) eine symmetrische Function der Grössen x, ist, 


8) AN = .Al, N, 
wenn unter J, eine ganze Funetion von t£, fi, fa, ... f,, verstanden wird; dann 
lehrt die Formel (2.), dass der in den Grössen x, symmetrische Ausdruck 
A4,(0, f) aus Differenzen x&,— x; multiplicativ zusammengesetzt, also eine 
’otenz von D(f) sein muss: 

(4.) 4,0, N = (DN). 
Jetzt sei eine beliebige Gleichung mten Grades 

(5.)  Flx) = 2"-a,."" +02" -+(—1)"a,=0 


*) Vol. Grundzüge $$ 3 und 4, a. a. 0. S. ff. 
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gegeben, deren Coefficienten einem natürlichen Rationalitätsbereich (N) an- 
gehören, und deren Diseriminante D(a) von Null verschieden ist; dann er- 
geben die Gleichungen (3.) und (4.) auf Grund eines bekannten Satzes von 
Gauss ”) die Formeln: 
6.) Ala) = tAlt, a), 
(7) 4A,(0, a) = (D(a)), 
wo A,(a) und A,(t,a) aus A,(f) und 4,(t, f) entsteht, indem man f, durch 
a, ersetzt. Aus der Gleichung (7.) folgt, dass A,(t, a), als ganze Function 
von £ betrachtet, nicht identisch verschwinden kann, und dasselbe gilt nach 
(6.) von A,(a); man kann also die Unbestimmte ? derartig speeialisiren, 
dass 4A,(a) von Null verschieden bleibt. 
Beiläufig bemerkt gilt derselbe Beweis für den Ausdruck 1 (a), der 
aus dem Differenzenproduet 
F ('; ö 1, m’ ) 
A (f) = [ <= rt - 5 u; Vi ) 


entsteht, indem man a, für f, schreibt; auch I (a) ist bei passenden Werthen 
der Grösse # von Null verschieden. 
2. Die Grösse y ist ein specieller Fall der allgemeineren mit un- 
bestimmten Coeffieienten x, gebildeten 
3 = u, +0: +. +%,r 
welche der im Bereich der Grössen f irreduetibeln Gleichung 
8.) Ga,f)= 0 


genügen möge; ist A(f) die Diseriminante derselben, so kann .I(a) nicht 
identisch verschwinden, weil diese Grösse für @«,=f' in die nach Art. ] 
nicht identisch verschwindende Grösse 4A,(a) übergeht. Die Gleichung (8. 
ist nun eine rein algebraische Identität zwischen den Unbestimmten x, , »,, z, 


kann also differentiirt werden: 


oder, wenn man Zähler und Nenner mit einem passenden Faetor multiplieirt 


und unter y, ganze rationale ganzzahlige Funectionen versteht, 
y,(, u, f) pe 
2, Yr( ut. den Y,(2, f} 

Af) ; 


be) 


*) Vgl. Demonstratio nova altera theorematis, omnem funetionem ete. Art.d. Werke 
Bd. III 8. 37. 
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Dann ist, da die Grösse x, der Gleichung (1.) genügt, 


3(9, (3; N)) =, 
und diese Gleichung besteht wegen der Irreductibilität der Gleichung (8.) 
auch dann noch, wenn z eine beliebige Wurzel der Gleichung (8.) bedeutet: 
ist also ©» eine neue Unbestimmte, so folgt 
9) 39.0, N)=0 (mod. 6a, N), 


wobei von Nennern, welche die Grösse ® nicht enthalten, abgesehen ist. 
Hieraus folgt nach dem in Art. 1 eitirten Gaussschen Satze 

(10)  F(y,(w, AJ)=0 (mod. G(w, a)); 
denn in der Congruenz (9.) kann ohne weiteres f, durch a, ersetzt werden, 
weil dabei der einzige vorkommende Nenner /(f) den von Null verschiedenen 
Werth (a) annimmt. Ist also g(w, a) ein beliebiger irreduetibler Factor 
von G(z, a), so folgt aus (10.), wenn hier wie im Folgenden von Grössen 
des Bereichs (R) als Nennern abgesehen wird: 

F(y,(w, )J)=0 (mod.g(w, a)), 
also 
F(x) = F(z)—F(y,(w, a))= (2 —-y,(w, a))F(«) | (mod. g(w, a)) 
F(y:(w, a))= (pw, a)—-Y,(w, a))F(y.(w, a)) = 0 ee 

Da nun der Modul g(w, a) irreductibel ist, so muss einer der Factoren des 
Produets 

(11.) (9:(w, a)— Yı(w, a))F(y:(w, a)) 
durch g(w, a) theilbar sein. Für den ersten Factor kann dies nicht ein- 
treten; denn es Ist 


D(f) . I (8. ;) N 19.2; N)-9;(2; Ni; 


a,ß 


also wegen der Irreduetibilität der Gleichung (8.) 

D(N= Ip. D-45@, N} (mod. Ge, N), 
also nach dem eitirten Gaussschen Satze 

D(a)=IN(y,(w, a)—Y;(w, a)) (mod. G(w, a)), 


Ze | 
also a fortiori 
D(a) = Ip. (w, a)—y;(w, a)) (mod. g(w, a)), 
woraus sich sofort ergiebt, dass keine der Differenzen 


y.(w, a)-y;(w, a) 
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durch g(w, a) theilbar sein kann, dass also in dem Product (11.) der zweite 
2 
Factor durch g(w, a) theilbar sein muss. Daraus folgt, dass man setzen kann 


F(a) = (2-p,(w, a))F.(e), 

F(x) = (2—yp,(w, a))\2—Yy;(w, a))F,(x) | 
wobei F, eine ganze Function (m—2)ten Grades von x bedeutet; in ähn- 
licher Weise fortschliessend erhält man das Resultat 


mod. g(w, a)), 
9\ 4 


(12) Fa)= Iz-y,(w, a)) (mod. g(w, a)). 


Vergleicht man hierbei die Coeffieienten gleich hoher Potenzen von x auf 
beiden Seiten, so ergiebt sich 


(w, a) (mod.g(w, a)), 


wobei rechts über die Indices « in der zur Bildung der elementaren sym- 
metrischen Funetionen nöthigen Weise zu summiren ist. ‚Jede beliebige 
symmetrische Function der m Grössen y,(w,.a) ist also nach dem Modul 
g(w, a) einer dem Bereich (NR) angehörigen, also von w freien Grösse 
congruent. 

Beiläufig ist aus der Irreductibilität des Moduls und der Congruenz 
(12.) ersichtlich, dass die Congruenz 

F(x)=0 (mod.g(w, a)) 

nicht mehr als die m Wurzeln y,(w, a) besitzen kann. 

3. Aus den Gleichungen 


_ N&P) 
k If) 


Mn 
ergiebt sich, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung @(z, f) = 0 durch 
z rational mit dem einzigen Nenner /(f) ausgedrückt werden können: diese 
Wurzeln seien, indem m! = M gesetzt wird, 

= 0, N, a, N, Aa, fl) +. dal ff), 

sodass die Gleichungen 

G(6,(z, f)) == U r=0,1,.., M-1), 
also wegen der Irreduetibilität der Gleichung @(z, f)=(0 auch die Uon- 
gruenzen 

G(d,(w, N) =0 (mod. G(w, f)) 
bestehen, aus welchen nach der für die Gleichung (12.) angewandten Be- 
weismethode folgt: 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 1. 4 
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G(z, = "N (2-0,(w, N) (mod. G(w, f)). 


Hierin kann nach dem eitirten Gaussschen Satze f, durch a, ersetzt werden, 
weil der einzige vorkommende Nenner 4(f) den von Null verschiedenen 
Werth 4(a) annimmt; also ist 
0, M—1 a 
G(x, a) = 11 (2—6,(w, a)) (mod. @G(w, a)) 
und a fortiori 
0), M—1 
Ga, = N (c—P$,(w, a)) (mod.g(w, a)). 
; 


Dabei sind die Ausdrücke #,(w, a) nach dem Modul g(w, a) einander in- 
congruent; denn aus der Gleichung 


N = 10,&, N-9;6, N) 
folgt, weil die Gleichung @(x, f) = 0 irreductibel ist, die Congruenz 
IN)=I0,Lw, N-0;(w, f)) (mod. G(w, f)), 
also nach dem Gaussschen Satze 
Ia)= II(6,(w, a)—#d;(w, a)) (mod. G(w, a)); 
und hieraus folgt | 
A(a) = II(0,(w, a)—9;(w, a)) (mod. g(w, a)), 


sodass, da ./(a) von Null verschieden ist, keiner der Factoren der rechten 
Seite durch g(w, a) theilbar sein kann. Die Congruenz 

(13) Gl, aa=0 (mod. g(w, a)) 
mit der Unbekannten x hat also genau so viel incongruente Wurzeln, wie 
ihr Grad angiebt. Dasselbe gilt von der Congruenz 

(14) ga, )=0 (mod.g(w, a)), 
wenn g,(z,a) ein beliebiger irreductibler Factor von @(z, a) ist. Denn bei 
der Irreduetibilität des Moduls muss jede Wurzel der Congruenz (13.) für 
x gesetzt mindestens einen der irreduetiblen Factoren von @(z, a) durch 
y(w,.«a) theilbar machen; hätte nun die Congruenz (14.) weniger Wurzeln, 
als ihr Grad angiebt, so müsste ein von g, verschiedener Factor von G(z, a) 
für mehr Werthe =, als sein Grad angiebt, durch g(w, a) theilbar sein, 
was wiederum mit Rücksicht auf die Irreduetibilität von g(w, a) nach der 
bei der Congruenz (12.) angewandten Methode als unmöglich nachgewiesen 
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werden kann. Speciell hat also die Congruenz 
ge, a a=0 (mod.g(w, a)) 

genau r Wurzeln, wenn g(z, a) in Bezug auf x vom Grade r ist; eine 
dieser Wurzeln ist offenbar 

z=v=0,(w, a); 
die übrigen seien, was durch passende Wahl der Indices erreicht wird, 
9, (w,a), 0,(w,a), ... 6,_,(w,a). Hieraus folgt nach der bei (12.) ange- 
wandten Methode 


ri 
ya, = N (x-9,(w, a)) (mod.g(w, a)). 
- 
Jede ganze symmetrische Function der Grössen 
Bu, wu Beh, ..5 le, ), 


—]\ 


speciell jede ganze Function von w, welche den Congruenzen 
(16) vw)=y(4,(w, a)) (mod.g(w, a)) (=%1n2%...r-1) 


/J 
genügt, ist also einer Grösse des Bereichs (WR), also einer von w unab- 
hängigen Grösse nach dem Modul g(w, a) eongruent. Umgekehrt, wenn 
die ganze Function w(w) einer Grösse des Bereichs (MW) congruent ist, 
vu)=N (mod.g(w, a)), 
so kann man in dieser Congruenz die Unbestimmte » durch #,(w, a) ersetzen: 
vd, (w, a)) =. |: (mod. (0, (w, a), a)), 
also ist für oe=0, 1. 2,... r—1 
v(d, (w, a))=ENR (mod. g(w, a)): 
die Grösse w(w) genügt also den Congruenzen (16.). 

4. Versteht man ein für alle Mal unter 6, oder #,(w) eine der 
Grössen (15.), und lässt bei Anhäufung mehrerer Functionszeichen g, w, # 
die Klammern fort, so kann zu jedem Paar von Zahlen «, 5 der Reihe 
0, 1, ..., r—1 eine dritte Zahl y derselben Reihe gefunden werden, sodass 
die Congruenz 

(17) 0,9,(w)=#.(w) (mod.g(w, a)) 
besteht. Denn ersetzt man in der Congruenz 
9(9,(w), a)=0 (mod.g(w, a)) 
die Unbestimmte » durch #;(w), so ergiebt sich 
9(0,0;(w), aa=0 (mod. g(;(w), a)), 
also auch 
9(0,0;(w), aa=0 (mod. g(w, a)); 
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da nun g(x, «) nur, wenn man für x eine der Grössen (15.) setzt, durch 
y(w, a) theilbar wird, so muss in der That eine Congruenz von der Ge- 
stalt (17.) bestehen. Die Functionszeichen 6, bilden also eine Gruppe. 
Hieraus folgt sofort in bekannter Weise, dass jedes derselben bei fortge- 
setzter Iteration eine bestimmte Periode zeigt, und dass es zu jedem Zeichen 
9, ein reeiprokes 6, = #,' in der Reihe der Zeichen (15.) giebt, sodass 
9,9, w)=zw=4,(w) (mod.g(w, a)). 

Diese Gruppe ist nun mit der für gewöhnlich so genannten Gruppe 
der Gleichung F(x) = 0 holoedrisch isomorph. Denn ersetzt man in der 
Congruenz (12.) die Unbestimmte » durch #,(w), und schreibt kurz p,(w) 


für p,(w, a), so ergiebt sich 
F(&) = I(@-19,0,(w)) (mod. g(6,(w), a) 
. 
also auch 
F(x) = I (2—9,0,(%)) (mod. g(w, a)); 
i 
da nun aber nach Art.2 die Congruenz 
F(x)=0 (mod.g(w, a)) 
nur die Wurzeln p,(w) besitzt, so kann zu jedem Index « ein derartiger 


Index 5 gefunden werden, dass die Congruenz 

y.9,(w) = Y;(w) (mod. g(w, a)) 
besteht; dabei kann keine Congruenz 

p.0,(w) = Y,0,(w) (mod. g(w, a)) 
bestehen, da aus ihr, wenn man die Unbestimmte o durch 6," (w) ersetzte, 
die Uongruenzen 

y.w)= y,(w) (mod. g(65'(w), a)), 

G.w) = ,(w) (mod. g(w, a)) 
folgen würden, deren letztere nach Art. 2 unrichtig ist. Die m Grössen 
p,9,(w) sind also, wenn man sie nach dem Modul g(w, a) betrachtet, eine 
Permutation der m Grössen p,(w), sodass zu jedem Funetionszeichen 6, 
eine Umsetzung der m Grössen p, gehört. Dabei sei z. B. 


[v.0,(w en 91,(@),| 
| y,9,(w)= Yp;,(W) | 


(18.) 


dann ist offenbar 


(mod. g(w, a)); 


y,0,0,(w) = Yy,,9(w) (mod. g(6,(w), a)), 
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also auch 

(19)  9,0,0,(0) = 91,0,(w) = 9, (w) (mod. g(w, a)), 
und ebenso ergiebt sich 

(19°)  9,0,0,(w) = Y;,0,(w) = Y,,(w) (mod. g(w, a)). 


Die Permutation der Grössen p,, welehe zu dem Ausdrucke ,9,(w) gehört, 
ist also das Product der zu den Ausdrücken 6, und 6, gehörenden nach Maass- 
gabe der Uongruenzen (19.) und (19°). Die sämmtlichen nach dem Schema 
der Congruenzen (18.) erhaltenen Permutationen bilden also eine Gruppe, 
welche infolge der Congruenzen (19.) und (19) auf die Gruppe der Fune- 
tionszeichen ®, derartig isomorph bezogen ist, dass zu jedem dieser Zeichen 
eine bestimmte Permutation gehört *). 
Umgekehrt führen zwei verschiedene Operationen 6, stets zu zwei 
verschiedenen Permutationen. Denn nimmt man an, es sei 
y,(9,(w)) = Y,(9,(w)) (mod. y(w, a)) W=1,2%,...m), 
so folgt, indem man w» durch 6,'(w) ersetzt, 
y,(w) = y,6,6,'(w) (mod. g(w, a)), 
und 6,6," ist von 6, verschieden; es sei etwa 
6, (w)=6,(w) (mod. g(w, a)); 
dann wäre 
y,(w) = y,0,(w) (mod. g(w, a)) v=1,2...m% 
Nun war aber gesetzt 
3 = u ++ +9u,T, 
= 49 M+Rp,f)+ +9. N); 
und hieraus folgt 


1, m 


v=R u,yp,(w,f) (mod. G(w,f)), 


1, m 


(20.) =_Eu y,(w,a) (mod. G(w, «)), 


1, m 


v= F u,y,(w) (mod. g(w, a)), 





also indem man ww durch 6,(w) ersetzt, 


Ohne die selihensbische Begründung, welche das Hauptziel unsrer Entwicklungen 
bildet benutzt Herr Bachmann die Functionen # zur Erklärung der Gruppe einer Gleichung 
Math. Ann. Bd. XVIII S. 454. 
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1, m 
9,(w)= FE u,y,0,(w) (mod. g(w, a)); 


ist also p,(w) = 9,0,(w), so ergeben die beiden letzten Congruenzen 
vw =#,(w) (mod. g(w, a)), 


was nach Art.2 unmöglich ist. Die durch die Congruenzen (18.) definirte 
Permutationsgruppe ist also auf die Gruppe der Öperationszeichen ®, ein- 
deutig bezogen und beide Gruppen sind nach (19.) und (19°) isomorph; sie 
sind also holoedrisch isomorph. 

Dass die in (18.) definirte Gruppe mit der gewöhnlich so genannten 
Gruppe der Gleichung F(x) = 0 identisch ist, sieht man sofort, indem man 
eine beliebige Wurzel » der Gleichung g(w, a) =0 einführt, wobei dann 
die übrigen Wurzeln dieser Gleichung die Werthe 0,(0) und die Wurzeln 


5, &, ... £, der Gleichung F(z) =0 die Ausdrücke 9,(w), 9.(®), ... y,(®) 


erhalten; dann ergeben die Gleiehungen 

$,=9Y,(w), 9,= 9,0,(w) 
genau die ursprüngliche Galoissche Definition *) der Gruppe der Substitutionen 
a} welche den Affeet der gegebenen Gleichung F(x) = 0 im Rationalitäts- 
bereich (9) charakterisirt. 

5. Wie zur Begründung des Affeetbegriffs so können die rationalen 
Congruenzwurzeln g,(w) als Ersatz der irrationalen Gleichungswurzeln $, 
benutzt werden, um die arithmetisch formulirbaren Sätze betreffend die 
rationalen Functionen der Grössen &, zu beweisen, insbesondere ihre Ein- 
theilung in Gattungen und den Einfluss der Adjunetion solcher Gattungen 
auf den Affeet der gegebenen Gleichung abzuleiten. 


Eine beliebige ganze Funetion von ® genüge den Congruenzen 


21) vw)=w9d,(w)= yd,(w)=.-=wd,(w) (mod. g(w, «a)) 
und keiner weiteren von derselben Gestalt; dann ist offenbar 
vd,(w) = w6,0,(w) (mod. g(d,(w), a)), 
also auch 
vwd;,(w) = w(w) = w6d,0,(w) (mod.yg(w, a)), 


d.h. unter den in (21.) auftretenden Funetionszeichen 9 kommt auch das 
zusammengesetzte Zeichen 6,6, vor; diese Funetionszeichen 9, oder, wie 


*) Vgl. Oeuvres de Galois, Journal de mathematiques (ser. 1) t.XI, p. 422. 
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kürzer gesagt werden kann und soll, die Substitutionen 6, welche w(w) 


ungeändert lassen — selbstverständlich nach dem Modul g(w, a) —, bilden 
eine Gruppe. Kommt in dieser Gruppe z.B. #, nieht vor, so ist 
(22.) w6,(w) = y6,0,(w) = w6,0,(w) = + == w6,0,(w) (mod. g(w, a)) 


ein „eonjugirter‘‘ Werth von w(w), welcher dieser Grösse nach dem stets 
angewandten Modul incongruent ist; dabei stehen in (22.) alle eonjugirten 
Werthe von wf(w), welche mit w6,(w) eongruent sind; denn wäre etwa: 


wd,(w) = w6,(w) (mod. g(w, «a)), 
so ergäbe sich, indem man w durch 6,'(w) ersetzt, 
w(w) = w6,0,'(w) (mod. g(,'(w), a)), 
w(w) w6,0, (w) (mod. g(w, a)), 
also müsste die Substitution 6,6," die Grösse w nicht ändern, und es 
wäre z.B. 
0,0, (w) = 6,(w) (mod. g(w, a)), 
6,(w) = 9,0, (w) (mod. 4(9,(w), a)), 
,(w) = 6;6,(w) (mod. g(w, a)). 
Ist also s die Anzahl der Substitutionen @,, @,, 6,, ... 6, so werden 
je s der r Werthe w6,(w) einander congruent, und £ ist die Anzahl der in- 
congruenten eonjugirten Werthe der Grösse w(w) diese selbst miteinbegriffen, 
wenn r=st gesetzt wird. — Sind solche £ eonjugirte Werthe etwa 
(23.) w6,(w), wO,(w), YO,lw), ».. Ye, ,(Ww; 6,(w) = w, 
so ist eine symmetrische Funetion derselben nach dem Modul g(w, a) einer 
von w unabhängigen Grösse congruent; denn jede der r Substitutionen # 
kann höchstens diese # Werthe unter einander vertauschen, lässt also die 
symmetrische Function, abgesehen von Vielfachen des Moduls, ungeändert. 
woraus die Behauptung nach dem Schlussresultat des Art. 3 folgt. Die 
Grössen (23.) sind also die Wurzeln einer Congruenz tten Grades, deren 
Coefficienten die Grösse ww nicht enthalten; ist diese Congruenz etwa 
’y)=0 (mod.g(w, a)), 
so ist die Diseriminante der Gleichung (x) = 0 dem Differenzenproduet 
der Grössen (23.) congruent, also sicher von Null verschieden, weil sonst 
infolge der Irreduetibilität des Moduls eine Differenz zweier Grössen (23.) 
durch g(w, a) theilbar sein müsste, was nach Voraussetzung nicht der Fall 
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ist. Hieraus folgt. dass jede den Relationen 


x.(w) = x0,(w) = x4,(w) = —=x0,(w) (mod.g(w, a)) 
senügende ganze Function g(w), bei welcher offenbar jeder conjugirte Werth 
einer der Grössen 29, (w) eongruent ist, einer ganzen Function von ww), 
deren Uoeffieienten von © unabhängig sind, nach dem Modul g(w, a) con- 
sruent gesetzt werden kann; man braucht nur nach Lagrange *) aus den 
Uongruenzen 

O,r—1 0t—1 
S z9,Cw)(w6,(Cw))“ z sx9,,(w)(y0,,w))" N, 

(mod. g(w, a)) Baht 
deren rechte Seiten dem Schlussresultat des Art. 3 zufolge von «© unab- 
hängige Grössen des Bereichs (R) sind, die Unbekannte 2() zu bestimmen. 

Wenn umgekehrt eine beliebige in der Gesammtgruppe der r Sub- 
stitutionen 9, enthaltene Untergruppe 6, 6,, 6;, ... 6, gegeben ist, so kann 
leicht eine bei diesen und nur diesen Substitutionen (mod. g(w, a)) unge- 
ändert bleibende ganze Funetion von ww gebildet werden, z. B. 


v(w) = (u—-w)(ua—$,(w))(ua—9;,(w))--(u—6,(w)) 
worin a eine Unbestimmte bedeutet; denn da die Substitutionen 4,. 0,, ... 6, 





eine Gruppe bilden, so ist z.B. 


vwd,(w) = (ua—9,(w))(u—6,0,(w))(u—6;0,(w))...(u—-6,0,(w)) = w(w) 
(mod. g(ıw, a)): | 
wäre nun auch noch 
vw) = w4,(w) (mod. g(w, a)), 
so ergäbe sich 
(u w)(u—6,(w))...(u—6,(w)) = (u—$,(w))(u—6,0,(w))...(u—0,0,(w)), 
also, da die rechte Seite für «= 9,(w) durch g(w, a) theilbar wird: 
(9,(w)—w)(9,(w)—0,(w))...(0,(w)—6,(w))=0 (mod. g(w, a)), 
was wegen der Irreduetibilität des Moduls nur möglich ist, wenn o unter 
den Zahlen 0, «, ?, ... 4 vorkommt. Die Diseriminante der wie oben 
gebildeten Gleichung 7(x) =0 ist also von Null verschieden, auch wenn 


g 
BE: 
vu 
% 

> 

“ 

Y 

$ ” 
BAN. 
E 
2% 
Ü 


diese specielle Grösse w(w) zu Grunde gelegt wird. 
*) Vgl. Reflexions sur la resolution algebrique des equations Art. 100. Oeuvres 4 
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Der beliebigen Untergruppe #,, ®,. 
in der Affeetgruppe der Gleichung F(x) = 0 enthaltene Untergruppe ster 
Ordnung, deren Substitutionen diejenigen sind. welche die irrationale Grösse 


.. 8, entspricht eine beliebige 


vi) = vu tmst+ tu, SF, 


ungeändert lassen; diese Grösse genügt offenbar der Gleichung Fr) =, 
ist also von ihren sämmtlichen conjugirten Werthen verschieden. Damit 
erhält man den auf arithmetischem Wege zuerst von Herrn Kronecker *) 
bewiesenen Satz. 
dass in jeder Gattung von rationalen Functionen der Wurzeln einer 
beliebig gegebenen Gleichung solche Funetionen, welche von 
ihren sämmtlichen Conjugirten verschieden sind. gefunden werden 
können. 

Dieser Satz ist beim Gebrauch der irrationalen Gleichungswurzeln 
nöthig zur Ausschliessung des Falles, dass die Gruppe der Substitutionen, 
welche die Form einer rationalen Function der Wurzeln nicht ändern, von 
der Gruppe derjenigen, welche den numerischen Werth nieht ändern, ver- 
schieden ist. Ein derartiger Unterschied tritt bei der hier gegebenen Be- 
handlung der Congruenzwurzeln offenbar nicht auf. 

Beiläufig mag noch bemerkt werden, dass infolge der Congruenz 
(20.) jede ganze Function von w auch als ganze Function der m Congruenz- 
wurzeln y,(w) aufgefasst werden kann. 


I. 
Elementare Theorie des Gattungsbereichs. 

6. Um die bisherigen, auf einen natürlichen Rationalitätsbereich 
bezüglichen Entwiekelungen auf Gattungsbereiche ausdehnen zu können. 
muss vor Allem der für den Begriff des Gattungsbereichs fundamentale 
Satz, dass die Adjunetion mehrerer algebraischer Grössen stets durch die 
Adjunetion einer einzigen, und zwar einer linearen Verbindung der ersteren 
(Grössen ersetzt werden kann, in arithmetischer Form und nach arithmetischer 
Methode bewiesen werden: dazu bedarf es zunächst der einfachsten Sätze 
über enthaltene und enthaltende Gattungen. 

Unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen möge F(x) im 

*) Vgl. Grundzüge $ 12. A. a. 0. S. 42. 
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Bereich (W) als irreduetibel vorausgesetzt werden; ist dann g,(w) eine be- 
liebige der m Congruenzwurzeln y,(w), so lässt sich zeigen, dass der Aus- 
druck 9,9,(w) jeder der m Grössen p,(w) nach dem Modul g(w,a) con- 
gruent werden muss, wenn man dem Index oe successive alle Werthe 
0,1,2,..., r—1 beilegt. Denn würde der Ausdruck 9,0,(w) z.B. nur 
den Grössen p,(w), pw), ... p,(w), wo a<Zm zu nehmen ist, congruent, 
so wäre jede symmetrische Function dieser » Grössen sowie auch jede 
symmetrische Funetion der Grössen p,,,(%), Pn42.(%0), ++. 9,(w) bei allen 
r Substitutionen #, bis auf Vielfache von g(w, a) unveränderlich, also nach 
Art. 3 einer Grösse des Bereichs (R) ceongruent; also wäre 

F(@) = F(a),.Fa):, 


F(x), — I (2— p,(w)), (mod. g (w, a)), 





n +1, 
Fe) "N (@-9,W) 


und die Coeffieienten in F(x), und F(x), gehörten dem Bereich (X) an; da 
nun aber zwei Grössen des Bereichs (R) nur dann nach dem Modul g(w, «) 
eongruent sein können, wenn sie gleich sind, so ergäbe sich 
F(x) = F(x),F(x),, 
entgegen der vorausgesetzten Irreduetibilität von F(«). 
Jetzt sei f(x) eine beliebige ganze Function von x mit Coefficienten 
aus dem Bereich (R), und 
(24) Pf ))=E0 (mod. F(x)); 
sodass in der gewöhnlichen Bezeichnungsweise eine Wurzel der Gleichung 
P(z)=0 unter einer der durch F(x) = 0 definirten conjugirten Gattungen 
enthalten ist. Ersetzt man dann in (24.) die Unbestimmte x durch y,(w), 
so erglebt sich 
P(fy(w)))=0 (mod. g(w, a)), 
also auch, indem man w durch 6,(w) ersetzt, 
P(flpı9,(w)))=0 (mod. g(0,(w), a)), 
P(flyı9,(w)))=0 (mod. g(w, a)). 
Da nun eben gezeigt ist, dass der Ausdruck 9,9,(w) jedem der Ausdrücke 


p,(w) bei passender Wahl von o congruent wird, so ergiebt sich, dass alle 
(mod. g(w, a)) verschiedenen Werthe der Reihe 
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25.) Aa) Mora) »- + pn) 
Wurzeln der Congruenz 
P(2)=0 (mod. g(w,a)) 


sein müssen. Bildet man nun das Produet 
1.m 
P@) = I (=-/(9,(0)) (mod. g(w, a), 


so kann man nach Art. 3 annehmen, dass die ÜCoefficienten von x in P 
Grössen des Bereichs (NR) sind, und jeder irreductible Factor ergiebt, 

0 (mod. g(w, a)) gesetzt, genau so viele Wurzeln wie sein Grad beträgt. 
weil andernfalls eine dieser Congruenzen mehr Wurzeln als ihr Grad be- 
trägt, besitzen müsste, was bei einem irreduetibeln Modul unmöglich ist. 
Wenn man also unter P(x) speciell einen beliebigen irreductibeln Factor 
von P(x) versteht, so muss mindestens eine Gleichung von der Form 


I(fy.,w)))=E0 (mod. g(w, a)) 
bestehen; woraus sich nach den obigen Entwickelungen ergiebt, dass alle 
(mod. g(w, a)) verschiedenen Werthe der Reihe (25.) Wurzeln der Congruenz 
P(z)=0 (mod. g(w, a)) 
sind. Andrerseits kann diese Congruenz nur Grössen der Reihe (25.) als 
Wurzeln besitzen, weil sonst die Congruenz 


l,n \ 
P(x) = N (2-9: (w)))=0 (mod. g(w, a)) 


noch durch andere Werthe von x als die Grössen (25.) erfüllt wäre; also ist 
der Grad jedes solchen irreductibeln Factors von P(x) genau der Anzahl 
der mod. g(w, a) verschiedenen unter den Grössen (25.) gleich, und alle diese 
Factoren ?(x) haben, mod. g(w, a) betrachtet, dieselben Linearfaetoren. 
Also ist nothwendig P(x) eine Potenz, z. B. die kte, einer irreduetibeln 
Funetion ?(x), deren Grad natürlich der Ate ist, wenn m=h.k gesetzt 
wird, und die Grössen (25.) zerfallen nothwendig in h Systeme von je A 
Grössen derart, dass zwei Grössen nach dem Modul g(w, a) eongruent sind 
oder nicht, je nachdem sie demselben oder verschiedenen Systemen ange- 
hören. Ist also Z(x) ein irreductibles Polynom und 


I(f(a))=0 (mod. F(x)), 


so ist der Grad von P(z) stets ein Theiler des Grades von F(x): woraus 


man (beiläufig bemerkt) leicht auf Grund der Artt.2 und 3 erschliesst, dass 
5” 
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die linke Seite einer @aloisschen Resolvente @(x, a) stets nur in Factoren 
gleichen Grades zerfallen kann. 

Die hiermit gegebene arithmetische Ableitung der einfachsten Sätze 
betreffs der enthaltenen und enthaltenden Gattungen kann als neue An- 
wendung der Congruenzwurzeln y,(w) zum Ersatz der Irrationalitäten £, 
betrachtet werden. 

‘. Um nun zu zwei gegebenen Gattungen eine dritte zu construiren, 
unter welcher beide enthalten sind, gehe man von den mit den Unbestimmten 
x, und y, gebildeten Polynomen 


u 


1,m 


Sr) er N(c—ı, u. 2" — he" "4. +(—-1)"f,, 


Se) = I(a-y,)= a -garttga— + Dtg, 


aus und bilde in dem Rationalitätsbereich (f,, fa, --- Fu, 1: 925 --- 9,) die 
irreduetible Gleichung, welcher die mit unbestimmten Üoefficienten «, ® 
gebildete Grösse 3, = wur, +tvy, genügt, also die Gleichung 


l,m l,n 


26.) Sa, )= MN -(ur,+tvy,))=0. 


Die Diseriminante dieser Gleichung ist das Product aller von Null ver- 
schiedenen Differenzen 


(Ur, Fr 0Y,,) hr (u Tut vY,,) Es; u, u z,)+e(Y,, 9, 


worin die Indices « beliebige Werthe der Reihe 1, 2, ... m, die Indices 
v beliebige Werthe der Reihe 1, 2, ... » durchlaufen, und dieses Produet 
ist offenbar eine homogene ganze Function von « und ve, in welcher der 
Coeffieient jedes beliebigen Gliedes eine ganze Funetion der Grössen f, 
und 9, und gleichzeitig nur aus Factoren r,—z,, und y, —y,, zusammen- 
gesetzt ist, also nothwendig ein Product von Potenzen der Diseriminante 
D(f) der Gleichung F(z) = 0 und der Diseriminante E(g) der Gleichung 

(2)=0 sein muss. Nennt man also die Diseriminante der Gleichung 
(26.) etwa D(f, g), so ist 


Dh, 9 = Zuo(DN)(EW)* (arbennm=t) 
Ersetzt man x in der Gleichung (26.) durch z,, so geht dieselbe in eine 


reine Identität zwischen den Unbestimmten «, ®e, x,, y, über, kann also 
differentiirt werden: 
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O2, og OH 
Au I, — a) eg; , 
ou ou " 0X ’x=: 
öz, ‚5 08 ) 

= y=— =: - 
o—D \ oVv OT /x= 


multiplieirt man hierin die Zähler und Nenner mit passenden Faetoren und 
versteht unter y, y' ganze ganzzahlige Functionen von 2,, %, ®, f,, Q,, 80 
ergiebt sich 

— A “ \ . mn “ \ — Ef r \ 

=, h 9:2 Sa, h 9), 


_— rd WAL: e N N 
y,=y\2,h 9): DT, 9) n(21; 


9); 


l 


—n 
» 


und es bestehen demnach die Identitäten 

3m) = IE 5 9), 

Sy) = ln, I 9)) = 
Da nun aber die Gleichung (26.) offenbar im Bereich der Grössen f, und 
g, irreduetibel ist, so folgt aus den letzten beiden Gleichungen sofort, ab- 
gesehen von dem Nenner D(f, 9), 


(5, fh 9)=0 (mod. H@, f, 9), 
|\ö(n(lz, f, g)=0 (mod. He, ol 
Jetzt sei ausser F(x) noch ein zweites Polynom 


G(&) = 2" —b,2"""+b,0"  -.+(—1)"b, 


(27.) 


mit nicht verschwindender Diseriminante E(b) und Üoeffieienten aus dem 
Rationalitätsbereich (R) gegeben; dann ist zunächst der Ausdruck 


D(a, b) = Zu‘v’ ’(D(a))°(E(b))”, 
d. h. die Diseriminante der Gleichung H(z,a,b)=0, nicht identisch gleich 


Null, ist also bei passenden speciellen Werthen der Unbestimmten «, » von 
Null verschieden, sodass die Ausdrücke 


! b 

Ela, a, 5) = en: 
‚a,b 

n(, a, b) walk u 


nicht illusorisch werden, und die Congruenzen (27.) auf Grund des in Art. 1 
eitirten Gaussschen Satzes ergeben: 


F($(z, a, b))= 


| n, 0, 
G(n(z, a, b))=0 ] (mod. SC b)). 
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Hieraus folgt, wenn unter H(x) ein beliebiger irreduetibler Factor von 
(x, a,b) verstanden wird. 

ıF(S(e, a, b)) | 0] 
\G(n(z, a, b)) = 0] 
Wenn nun h(z) ein beliebiger irreductibler Factor der Galoisschen Resol- 
vente der Gleichung H(xz) = 0 ist, so kann man nach Art. 2, unter x ganze 
Funetionen und unter qg den Grad von H(x) verstanden, setzen 


1. 
H(&) = I(2—x,(w)) (mod. h(w)), 
und nach Art. 6 müssen infolge der Congruenzen (28.) die Grössen 


(zw), a, b), Slxelw), a, b), ... &(x,(w), a, b) 
in m gleichvielgliedrige Systeme zerfallen, sodass zwei dieser Grössen nach 
dem Modul A(w) congruent sind oder nicht, je nachdem sie demselben oder 
verschiedenen Systemen angehören; ebenso müssen die Grössen 


nrw), a, b), nlzelw), a, b), ... nl), a, 6) 
in » gleichvielgliedrige Systeme der eben beschriebenen Art zerfallen. — 
Damit ist in arithmetischer Form bewiesen, 
dass zwei beliebige einem natürlichen Rationalitätsbereich ent- 
stammende algebraische Grössen durch die aus ihnen mit unbe- 
stimmten Coeffieienten gebildete lineare Verbindung rational aus- 
gedrückt werden können. 

8. Dieses Resultat lehrt unmittelbar, dass der Rationalitätsbereich, 
welcher dureh Adjunetion der beiden Irrationalitäten & und n entsteht, in 
dem durch Adjunetion von a5-+vn definirten enthalten ist; um aber die um- 
- gekehrte Behauptung, dass beide Bereiche identisch sind, arithmetisch for- 
muliren und beweisen zu können, muss zunächst die Zerlegung einer Func- 
tion mit Coeffieienten aus dem natürlichen Rationalitätsbereich (R) bei Ad- 
junetion einer einzigen diesem Bereich entstammenden algebraischen Grösse 


(28.) (mod. H(x)) 


untersucht werden. 

Die Polynome F(x) und @(x), deren Üoeffiecienten dem natürlichen 
Rationalitätsbereich (MW) angehören, seien irreduetibel, und y(x) ein irreduc- 
tibler Factor der Galoisschen Resolvente der Gleichung 

(29) Fla)G(x) = (0, 


sodass die Congruenz 


F(z)G(z)=0 (mod.y(w)) 
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genau m+n rationale Wurzeln besitzt; dann muss offenbar wegen der Irre- 
duetibilität des Moduls jede der Congruenzen 


F(&)=0, G(a)=0 (mod. y(w)) 
genau so viele Wurzeln haben, wie ihr Grad angiebt, also die erste m, die 
zweite n, sodass man setzen kann 


1,m 
Fo) — H@-1,W) 

> (mod.y(w)), 
Ga) — Hle-9,(0)) 





wo nach Art. 1 unter f, und g, ganze Functionen von « zu verstehen sind. 


in deren Coefficienten als einziger Nenner die Diseriminante der @Galoisschen 
Resolvente von (29.) vorkommt. Diese Diseriminante ist nach Art. 1 von 
Null verschieden, sobald dasselbe von der Diseriminante der Gleichung (29.) 
gilt; letztere Grösse aber ist, wie man leicht aus der Bildung der Discri- 
minante der Gleichung 


1, 1,n 
u y 


ersieht, aus den Diseriminanten von F(x)=0 und G(x)= 0 und der Resul- 
tante *) beider Gleiehungen multiplicativ zusammengesetzt. Die Resultante 
muss aber von Null verschieden sein, weil sonst die beiden Functionen F(x) 
und @(z) einen gemeinsamen Theiler hätten, der vermöge des Euklidischen 
Algorithmus in rationaler Form gebildet werden könnte, was der voraus- 
gesetzten Irreduetibilität von F(x) und @(=) widerspricht. Die Diseriminante 
der Gleichung (28.) ist also von Null verschieden, und damit werden auf 
dieselbe die sämmtlichen Entwiekelungen der Artt. 1—5 anwendbar. Spe- 
ciell hat die Congruenz 
‚@)=0 (mod.y(w)), 
wenn %k der Grad von y(x) ist, # incongruente Wurzeln von der Form 


y(w)=uw, Yılw), YlWw), -::.: Y-ılW), 
wo y,(w) eine ganze Function von w bedeutet, und von Nennern, die dem 
Bereich (R) angehören, also die Unbestimmte w nicht enthalten, wie immer 
abgesehen wird. 
Nun möge zunächst untersucht werden, wann die durch die Gleichung 





*) Eine arithmetische Theorie der Resultante nach den Vorlesungen von Herrn 


Kronecker findet sich bei Herrn Molk, a. a. 0. S. 23. 
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G(n)=0 definirte Grösse 7 in der durch die Gleichung @(£) = 0 definirten 
(rattung 5 enthalten ist, d.h. wann eine Congruenz wie 


G(f(@))==0 (mod. F(x)), 
worin f(x) eine unbekannte ganze Function bedeutet, besteht. Aus dieser 
Congruenz folgt, wenn man wieder bei gehäuften Functionszeichen die 
Klammern fortlässt, 

Gff,(w)==0 (mod. Ff,(w)), 
also auch 

Gffi(w)=0 (mod. y(w)). 
Da nun die Gongruenz 

G(2)==E0 (mod. y(w)) 

nicht mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad angiebt, so muss eine Con- 
gruenz von folgender Gestalt bestehen: 


(30) fh w)=g,(w) (mod.y(w)). 
Sind also etwa Y%,, %; ».- 7, die sämmtlichen Substitutionen y,, bei welchen 
f,@e) ungeändert bleibt, d. h. bestehen die Congruenzen 


Na) ehr.) hy) == fr) (mod. y(w)) 
und keine weiteren zwischen f(w) und einer Grösse fıy,(w), so folgt aus 
(30.) sofort: 
3) WW) =g,7.W)=91W)=--=g,7(w) (mod. y(w)); 
denn es ist z. B. 
97.0) = ffiy.Qe) (mod. 7.0), 
also auch 
97.0) = ffir.) =ffı@w) (mod. y(w)). 
Umgekehrt folgt aus den Congruenzen (31.) nach Art. 5 eine Congruenz 
von folgender Gestalt: 


9,C) = fi) (mod. (u), 


G9,(w) = @ff,(w)=0 (mod. y(w)). 
Hieraus ergiebt sich, dass das Polynom @f(z) durch F(x) theilbar sein 
muss; denn wäre das nicht der Fall, so wären bei der Irreductibilität von 
F(x) beide Polynome relativ prim, und man könnte mit passenden ganzen 
Funetionen A(x) und B(x) die Gleichung 


Aa) Fl@)+B()E(fe)) = 1 


also wäre 
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bilden; also wäre auch 
Afı(z)Ffi(z)+Bf(z)Gffi(z) = 1. 
was den Congruenzen 
Ff,(w 0, | 
f1\w) | (mod. y(w)) 
cf w)=0I) 
widerspricht. Also besteht in der T’hat die Congruenz 
Gf(x)==0 (mod. F(x)). 


Da nun sämmtliche Ausdrücke f,. g,. y, auf rationalem Wege ge- 
bildet werden und durch eine endliche Anzahl von Versuchen die Substi- 
tutionen Y,, %; »-.„, welche f,(w) nieht ändern. gefunden werden können, 
so ist mit diesen Entwickelungen eine arithmetische Methode gegeben, 


Pe) 


> 


zu entscheiden, ob eine gegebene, einem natürlichen Rationalitäts- 
bereich entstammende algebraische Grösse unter einer gegebenen, 
diesem Bereich entstammenden Gattung enthalten ist, oder nicht. 
9. Jetzt möge allgemeiner angenommen werden, dass das Polynom 
G(x) bei Adjunetion einer Wurzel der Gleichung F(x)=0 zerfällt, d.h. es sei 
G(y)=G,(y,a)@,(y.x) (mod. F(x)). 
wobei unter @, und @, ganze Funectionen der beigefügten Argumente zu 
verstehen sind; dann ist offenbar 
Gy)= Gy, f(w))@.(y,fı(w)) (mod. Ff,(w)). 
also auch 
GY) 61, ))Ely. Fe) (mod. zw); 
da nun die Congruenz 


G(y)==0 (mod. y(w)) 


genau so viele Wurzeln hat, wie ihr Grad angiebt, so gilt dasselbe von 
den Congruenzen ’ 
G,(y, fh (w)) =. 
6) | 


denn andernfalls würde eine dieser Congruenzen mehr Wurzeln haben, als 


(mod. y(w)): 


ihr Grad beträgt, was bei der Irreductibilität des Moduls unmöglich ist. 
Man kann also, wenn mit », der Grad von @,(y, fi(w)) und mit », der 
Grad von G;,(y. fi(w)) in Bezug auf y bezeichnet wird, etwa setzen: 
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6.9 1@)) = I(y-9.,@)) (mod. 7(0)), 


6.4.) = H(y-9;,(W)) (mod. z(w)), 


wobei die Indices &,, &, ..., %, Ps Par + P„, eine Permutation der 
Zahlen 1, 2, ... » bilden. Dann folgt aus (32.), dass jede symmetrische 
Function der rn, Grössen g,(w), nach dem Modul y(w) betrachtet, durch 
fi (w) rational ausgedrückt werden kann. Eine solehe symmetrische Fune- 
tion, durch welche, nach dem Modul y(w) betrachtet, alle andern rational 
ausdrückbar sind, kann leicht gebildet werden; setzt man z.B. 


l,n, 
S(w) = N (u-9.,(w)), 


so sind die conjugirten Werthe nach Art.5 die nach dem Modul y(w) in- 
eongruenten Werthe der Reihe 


(32.) 





S(w), Syı(w), Sylw), -.. SN-ılW). 


Diese Werthe haben alle die Gestalt 


1,n, 


11 (u-9:,(0)); 
- 
denn sonst müsste eine Congruenz 
\ Ar (an R b) Ar f, 

(33) 99,(w)=fı(w) (mod. y(w)) 
bestehen; nun kann aber mit passenden ganzen Functionen M(x) und Nr) 
eine Gleichung 

M(z)F(xz)+N(z)G(x) = 1 
eebildet werden; also wäre 
(ANEF( el(\G Bo 
Mf,a)Ff(e)+Nf a) @f; (x) = ? 
also wegen der Congruenz (33.): 
Mf,(w)Ff,(w)+Nf,(w)@g,y,(w)==1 (mod. 7(w)). 
Das ist aber unmöglich, weil die Congruenz 
G9,(w)==0 (mod. y(w)), 
also auch 
G9,7,(w)=0 (mod. y7,(W)). 
also auch 
G9,7,w)=0 (mod. 7(w)), 


und weil ferner die Congruenz 
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Ff;(w) =0 (mod. y(w)) 
besteht. Ist nun S(w) einem Werthe Sy,(w) nach dem Modul y(w) con- 
gruent, so ist z.B 


l,n, 


l,n, 
I (u—-g.,(w)) = N (u-g,,(w)) (mod. y(w)), 
v ’ 


also 


l,n; 

I1(9:,(@)—9.,(%)) -0 (mod. y(w)), 
wenn u eine beliebige der Zahlen 1, 2, ... », bedeutet; also müssen die 
Zahlen A. A, ... 4, nichts anderes als eine Permutation der Zahlen 
Oy ar... a, sein. Also bleibt der Ausdruck S(w) nur bei solchen Sub- 
stitutionen ungeändert, welche die », Grössen g,(w) unter einander vertauschen. 
Bei diesen Substitutionen bleiben aber offenbar alle symmetrischen Fune- 
tionen der Grössen g,(w), nach dem Modul y(w) betrachtet, ungeändert: 
also sind dieselben nach Art.5 durch S(w) rational ausdrückbar. Die hin- 
reichende und nothwendige Bedingung für die (mod. y(w)) zu verstehende 
rationale Ausdrückbarkeit aller symmetrischen Functionen der Grössen g,(w 
durch f,(w) ist also die ebenso zu verstehende rationale Ausdrückbarkeit 
von S(w). Hat man also, indem unter eine ganze Function verstanden 
wird, eine Congruenz 

S(w)=yfi,(w) (mod.y(w)), 

so definirt die Congruenz (32.) einen durch f,(w) rational ausdrückbaren 
Theiler z,ten Grades von @(y), betrachtet nach dem Modul y(w), und es 
besteht eine Gongruenz 


Gy) a, Flw))arly, flw)) (mod. ze) 
Wäre nun die Differenz 
Gy), a2), €) 
nicht durch F(x) theilbar, so gäbe es ganze Functionen T(x) und U(x), für 
welche die Gleichung 
T(z)F(e)+ U(e)(@y)-@Wy, 2). r)) = 1 
erfüllt ist; diese Gleichung ist aber wegen der Congruenzen 
Ff,(w) == 0, 
my, Fw))R:ly,fıQe)) 0 | 


unmöglich. Bildet man also alle möglichen Ausdrücke S(w), so ergiebt 


6* 


(mod. y(w)) 
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jeder dieser Ausdrücke, welcher bei allen die Grösse f,(w) (mod. y(w)) 
nicht ändernden Substitutionen mod. y(w) ungeändert bleibt, eine Congruenz 
G(y) = Gy, 2)@,(y, x) (mod. F(x)), 
und jede solche Congruenz, in welcher @,(y,x) in y vom Grade n, ist, 
liefert eine mod. y(w) dureh f() rational ausdrückbare Grösse S(w). Damit 

ist eine arithmetisch begründete Methode gegeben, 
alle bei Adjunetion einer dem natürlichen Rationalitätsbereich (R) 
entstammenden Grösse rationalen Factoren zu finden, durch welche 
eine gegebene ganze Function von einer Variabeln, deren Coef- 
ficienten dem Bereich (R) angehören und deren Diseriminante 
nicht verschwindet, theilbar ist; 
denn man übersieht leicht, dass alle in diesem Artikel gemachten Schlüsse 
nur an die Bedingung gebunden sind, dass die Diseriminante von @(z) nicht 
verschwindet und @(z) dureh die irreductible Funetion F(x) nicht theil- 
bar ist. 

10. Man kann also alle Functionen bilden, und erhält dabei nur 
eine endliche Anzahl, welche mod. F(x) in @(y) als Theiler enthalten sind; 
ist eine dieser Funetionen mod. F(x) in Factoren zerlegbar, so kommen 
offenbar auch diese Factoren unter dem aufgestellten System der Theiler 
von @(y) vor; jeder dieser Theiler, der durch keinen anderen theilbar ist, 
was bei der Endlichkeit des Systems durch eine endliche Anzahl von Ver- 
suchen festgestellt werden kann, ist demnach überhaupt durch keine Func- 
tion von y mod. F(x) theilbar, kann also als mod. F(r) irreductibel be- 
zeichnet werden. Dieser neue Begriff der Irreductibilität mod. F(x) ist hier- 
mit zunächst für alle diejenigen ganzen Functionen von x und y begründet, 
welche mod. F(x) als Theiler in einer ganzen Funetion @(y) von y allein, 
deren Diseriminante nicht verschwindet, enthalten sind; für alle diese Func- 
tionen kann bei einer gegebenen Function @(y) arithmetisch entschieden 
werden, ob sie irreductibel sind oder nicht; dagegen kann diese Entschei- 
dung noch nicht für jede beliebige ganze Function von x und y getroffen 
werden, von der man nicht weiss, dass sie in einer Function @(y) mit nicht 
verschwindender Diseriminante mod. F(x) aufgeht, sodass für diesen allge- 
meineren Fall der Begriff der Irreduetibilität noch nicht arithmetisch be- 
gründet ist. Es kann aber gezeigt werden, dass aus den schon definirten 
irreduetibeln Functionen mod. F(x) jede Function von z und y multiplicativ 
zusammengesetzt ist. 
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Auf irgend zwei ganze Functionen von x und y kann stets zur Auf- 
findung ihres grössten gemeinsamen Theilers mod. F(x) der Euklidische 
Algorithmus, ohne den Begriff der Irreduetibilität vorauszusetzen, angewandt 
werden *). Sind die gegebenen Functionen @,(z,y) und @,(x, y). so kann 
stets auf rationalem Wege eine Congruenz 


H,(z, y)@,(z, y)+H.(a, yY)@(a, yJ)=T(x, y) (mod. F(x)) 
abgeleitet werden, worin H,, H, ganze Functionen sind und unter T der 
grösste gemeinsame Theiler der beiden gegebenen Funetionen mod. F(x) zu 
verstehen ist; weiss man also, dass eine der Funetionen @,. @, dureh keine 
andere ganze Function von z und y mod. F(x) theilbar sein kann, so muss 
eine Uongruenz 

H,(z, y)G,(z, y)+H,(a, y)G,(z, y) =1 (mod. F(x)) 
bestehen. 

Nun sei @(y, x) eine ganz beliebige ganze Function; dann kann die- 
selbe stets mit einem derartigen in z und y ganzen und rationalen Factor 
G(y, x) multiplieirt werden, dass das Produet mod. F(x) einer von z unab- 
hängigen Grösse congruent wird. Man bilde z. B. 


IIG6@, ©) = H@, fi, far +. fu) 
= G(y, 2.). IIG@(y, e,) 


dann kann das in ©, 2%, ... x, symmetrische Produet auf der rechten 
Seite durch z&,, fı, f; --. f,, rational und ganz ausgedrückt werden, sodass 
man setzen kann 

Be) ee ee Fe 
also, da die Gleichung $(z) = 0 mit den Wurzeln z,, ©, ... x, im Bereich 
der symmetrischen Funetionen f,, ... f, irreduetibel ist: 


Ha, ff, -- W=E@W, JH, 2, fi, --- f,) (mod. %(@)): 
setzt man nun wie früher 
F(z) = @"—-a,2" "+. -+(—1)”a,, 
so ergiebt der in Art. 1 eitirte Gausssche Satz das Resultat 


H’(y, a, a, ...a,)=G(y, z)H(y, z, a,, ... a,) (mod. F(r)) 


*) Vgl. Molk a.a. 0. S. 59. 
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oder kürzer 

G(y, 2)G(y, x) = H(y) (mod. F(x)). 
Auf Grund der als bekannt vorausgesetzten Theorie der Zerlegung ganzer 
Funetionen in natürlichen Rationalitätsbereiehen kann man dann setzen 


Hy) = (Ky))(Ly)).-, 


wo K, L, ganze Funetionen mit nicht verschwindender Diseriminante 
bedeuten. Diese Funetionen kann man nach den obigen Entwickelungen 
als Produete mod. F(x=) irreduetibler ganzer Funetionen von y und x dar- 
stellen: es sei etwa 


K(y)=kly, z)hly, 2)...k,y, 8), 
VB Y ) 2\Y: / .(Y. : (mod. F(x)) 


m 


en \ f N f 
LKy)= Ay, @) hy, ©)... 49, ®) 


u.8. f.; nach dem für Faetoren von Functionen wie K, L, ... begründeten 
Begriff von Irreduetibilität muss @(y, x) durch eine beliebige der Funetionen 
Eu 
Wäre nun @(y, x) durch keine der Funetionen A, /, ... theilbar, so könnte 


entweder mod. F(x) theilbar oder gegen dieselbe relativ prim sein. 


man, indem man unter k, T,..., A, 7,... ganze Functionen versteht, 
Congruenzen von folgender Gestalt bilden: 


hy, z)kı(y, z)+@ly, D)hı@y, 2) el, 


\ 


k,(y, @)k(y, )+Gy, hy, el, 


1 v \ .r ( ya ar ; Yp' Ze 
k,(y, @)k,y. @)+@(Wy, ak, del, (mod. F(x)), 


1 tg, 





+ De, 
woraus sich dureh Multiplieation sofort ergiebt: 


I1k,Qy, DK, 1, 
‘ (modd. @(y, ©). F(x)) 





7 b, (Y; €) I, (Y; €) = 1 


u. s. f.; potenzirt man nun die erste dieser Uongruenzen mit z, die zweite 
mit 4 u. 8. f., so ergiebt sich, indem unter H’(x, y) eine ganze Function ver- 


standen wird, 


H(y).H'(z, y)==1 (modd. G@(y, x), F(«)), 
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was der Congruenz 


H(y) = G(y, z)G(y,. x) (mod. F(x)) 
oder 
H(y)=:0 (modd. G(y, ©), F(x)) 


widerspricht. Die Function @(y, x) muss also durch mindestens einen der 
irreduetibeln Factoren k, !, ... von H{y) nach dem Modul F(x) theilbar 
sein. Für den Quotienten der Division von @(y, x) durch diesen irreduetibeln 
Factor gilt dieselbe Schlussweise wie für @(y, x) selbst; also ergiebt sich 
das Resultat. 
dass jede ganze Function G@(y, x) nach dem irreductibeln Modul 
F(z) einem Produet ganzer Funetionen von y und x congruent 
ist, welche nach dem Modul F(x) irreduetibel sind. 

Der zuerst abgeleitete Bereich von irreduetibeln Funetionen, d.h. 
diejenigen, welche Theiler einer Function @(y) mit nicht verschwindender 
Diseriminante sind, reicht also aus, um alle ganzen Functionen von x und 
y, abgesehen von Vielfachen des Moduls F(x) multiplieativ zusammenzu- 
setzen; in jenem engeren Bereich aber konnte jede Funetion auf ihre Re- 
duetibilität hin durch eine endliche Anzahl von Operationen untersucht 
werden, weil jedesmal eine endliche Anzahl von Funetionen von x und y 
gebildet werden konnte, welche allein als Theiler von @(y) mod. F(x) in 
Betracht kommen. 

Mit dem Begriff der Irreduetibilität ist nun sofort die Möglichkeit 
gegeben, die sämmtlichen in den Artt. 1—7 für einen natürlichen Rationali- 
tätsbereich angestellten Ueberlegungen auf einen Gattungsbereieh zu über- 
tragen, der durch Adjunetion einer einzigen dem natürlichen Bereich (R' 
entstammenden Irrationalität definirt ist; oder arithmetisch gesprochen, die 
eitirten Entwickelungen bleiben richtig, wenn statt der Grössen des Bereichs 
(NR) ganze Functionen einer Unbestimmten x eingeführt werden, welche 
mod. F(x) zu betrachten sind, sodass man jede Gleichung durch eine Uon- 
gruenz mod. F(x), und jede Congruenz mit einfachem Modul M durch eine 
Congruenz modd. M, F(x) ersetzt. 

11. Auf den hiermit begründeten speciellen Begriff vom Gattungs- 
bereich kann der allgemeinere Fall, dass mehrere Irrationalitäten adjungirt 
werden, mit Hülfe der Entwickelungen der Artt. 7 und 8 zurückgeführt 
werden. 
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Versteht man unter S und 7 Wurzeln der in dem Bereich (R) irre- 
duetibeln Gleichungen F($) = 0 und G(n) = 0, so möge zunächst unter- 
sucht werden, welche Grössen des Bereichs ((R), &, 7) den Werth Null 
haben; es sei z.B. 

p(S, n) =(, 
wo g eine ganze Function bedeutet, deren Coefficienten dem Bereich (NR) 
angehören. Dann hat die Gleichung 


(34) pl, y) = 0 
mit der Gleichung @(y) = 0 die Wurzel 7 gemein; letztere Gleichung kann 
aber bei Adjunetion von 5 reduetibel werden; dann sei @'(y,&) derjenige 
irreduetible Factor von @(y), für welchen die Gleichung 


35) @WwgdN = 0 
die Wurzel 7 besitzt. Die Gleichung (34.) hat nun mit der im Bereich 
(5, (R)) irreduetibeln Gleichung (35.) eine Wurzel gemein; also folgt, wenn 
man unter g', 9° ganze Funetionen mit Coefficienten aus dem Bereich (R) 
versteht, 
ey) en s), 
und weil diese Gleichung ausser £& nur Grössen eines Bereichs enthält, in 


welchem das Polynom F(x) irreductibel bleibt, so folgt 


ya, y) = ya ya z)+g @, FR). 
Jede die Grössen £ und 7 enthaltende Gleichung geht also, wenn man 5 
dureh x und 7 durch y ersetzt, in eine richtige Congruenz modd. @(y, x), F(x) 
über — also im Allgemeinen nicht in eine Congruenz modd. G(y), F(x). 
Ist andrerseits F'($,7)=0 und Fz,n) ein bei Adjunetion von n irreduc- 
tibler Factor von F(x), so ergiebt sich offenbar ebenso, wenn man unter 
f, f' ganze Funetionen mit Coefficienten aus dem Bereich (RR) versteht, 


va) = Wat Fe, y) 
Statt also die Werthe der Grössen des Bereichs ((R), &,n) zu vergleichen, 
kann man die entsprechend gebildeten Grössen des Bereichs ((R), x, y) ent- 
weder modd. @(y, x), F(x) oder modd. @(y), F'(x,y) betrachten; nach dem 
einen wie nach dem anderen Modulsystem erhält man eine richtige Congruenz, 
wenn man in einer richtigen Gleichung $ durch x und 7 durch y ersetzt. 
Damit ist eine doppelte arithmetische Definition des durch Adjunetion zweier 
Irrationalitäten bestimmten Gattungsbereichs gegeben; die Identität beider 
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Definitionen, oder, was dasselbe bedeutet, die Aequivalenz *) der beiden an- 
gegebenen Modulsysteme, welche bei Benutzung der Irrationalitäten 5 und 
n offenbar ist, soll nun auf arithmetischem Wege bestätigt werden. 

Wie in Art. 8 sei wieder y(w) ein irreduetibler Factor der Galois- 
schen hesolvente der Gleichung F(x)@(x) = 0, und es sei, indem die Grade 
der irreduetibeln Functionen F, y und @ durch m, %k und » bezeichnet 


b/ 
werden, wiederum 





Ff,(w) 0 (a=1,2,...m), 
Gg,(w) 0 (mod. y(w)) Pahn..n, 
yy.,(w) 0), (=0,1,... k—1)} 


ferner sei, indem man unter @'(y,x) eine mod. F(x) irreductible Funetion 
versteht, 
Gy) = G@(y,2)@"(y,x) (mod. F(x)), 


Gy) = Gy, fıw))a@"(y,fı(lw)) (mod. y(w)), 
und, wenn » der Grad von @'(y, x) in Bezug auf y ist, sei 
G(g,(w), fi (w))==0 (mod. y(w)) P=1,2,..W), 


Jetzt werde angenommen, die ganze Function y(z, y), deren Coefficienten 
dem Bereich (%) angehören, genüge der Congruenz 


also auch 


yz, y=0 (modd. @'(y, x), F(x)); 


y(fı(w), g(w))=0 (mod. y(w)). 
Versteht man nun unter Yu, Yes Yas - ++ 7, die sämmtlichen Substitutionen 
Y,, welche mod.y(w) die Grösse g,(w) nicht ändern, sodass die folgenden 
Congruenzen bestehen: 
gı(w) = g1Y.(w) = NyYulw)E = gy,(w) (mod. y(w)), 
so sind die mod. y(w) verschiedenen Werthe der Reihe 


3.) Aw), fire) fra) +» fi9,(W) 
nach Art. 5 die Wurzeln einer Congruenz mod. y(w), deren Üoeffieienten 
ganze Funetionen von g,(w) sind; denn eine symmetrische Funetion jener 
verschiedenen Werthe bleibt bei den Substitutionen Yu, %., Ya, +. Y, Un- 
geändert, und g,(w) bleibt bei diesen und nur diesen Substitutionen ungeändert. 
Die Congruenz, deren Wurzeln die verschiedenen Werthe der Reihe (36.) 
sind, sei folgende: 


dann folgt sofort 


*) Vgl. Kronecker, Grundzüge $21, II. a.a. 0. 8.77. 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 1. 1 
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F (x, g(w))=0 (mod. y(w)), 


sodass man setzen kann 


(37) Fa, g(w))F'(z, g(w))=F(x) (mod.y(w). 
Hieraus ergiebt sich leicht die Congruenz 


(38) Fa, y).F'(x, y)= F(z) (mod. G(y)); 
denn da @(y) irreduetibel ist, müsste andernfalls eine Gleichung von fol- 





eender Gestalt bestehen 
Wa, YEQ)+NM"z, yF'@, y)F’(a, Y-F()) = M" (a), 


worin M', M’, M” ganze Funectionen bedeuten; daraus aber würde folgen: 


M'(z, g,(w))@g,(w)+NM"(z, g(w))(F (x, g.(w))F"(z, g(w))—-F(x)) = M"(«), 
was wegen der Congruenz (37.) offenbar unmöglich ist. Also besteht in 
der That die Congruenz (38.); und hierin muss F(x,y) nach dem Modul 
G(y) irreduetibel sein; denn sonst bestünde eine Congruenz 


F'(z, 9(w))=Fi(@, 9@))F:@, 9,0) (mod. 7(w)) 


und es wären schon die symmetrischen Funetionen von einem Theil der 
mod. y(w) incongruenten Werthe (36.) ganzen Functionen von g,(w) con- 
gruent, was offenbar der Eigenschaft der Substitutionen %,, %., +. 7,, die 
Grösse g, (w) ungeändert zu lassen, widerspricht. — Nun ergiebt die Congruenz 
y(fı(w), ıw))=0 (mod.y(w)) 

die weiteren 

y(fıy.(w), 7Y.w))=0 (mod. y7.(w)), 

v(fıY:(w), MW), 


f (f Yı(W), 9,(W)) =(, (mod. +(w)); 





v(fiy,w), Aw) 0] 


also sind die sämmtlichen mod. y(w) verschiedenen Werthe (36.) unter den 
Wurzeln der Congruenz 


ra, w))=0 (mod. y(w)) 


enthalten, sodass man setzen kann 4 
39) 4(a, ni) = Fl. w))f’(z, 9(0)) (mod. y(w)), ; 
wo f" eine ganze Function bedeutet, deren Coefficienten dem Bereich (X) & 


angehören. Mit eben solchen ganzen Funetionen N’, N”, N" könnte man 
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re 


die Gleichung 
(40) Na, Way)+Ne, Wip, W-Fee We, I = Na) 
bilden, wenn nicht die Grösse 
ya, y)-Fle, Wf (@, 9) 
durch die irreductible Function @(y) theilbar ist; da nun die Gleichung 
(40.), wenn man y=g,(w) setzt, mit Rücksicht auf (39.) einen Widerspruch 
ergeben würde, so kann man, unter f' eine 
Beschaffenheit wie f” verstanden, setzen 
i y(z, y)-F (az, y)f (2, y) = @W fe, Y), 
| ya, y) = We HF, We Y), 
y(z, y)= 0 (modd. G(y), F(z. y)). 
Da nun die vorausgesetzte Uongruenz 
ya, yy=0 (modd. F(x), @'(y, x)) 
den Ausgangspunkt bildete, so ergiebt sich das folgende Resultat: 
Sind die Polynome F(x) und @(y) irreduetibel, und hat @(y), 

nach dem Modul F(x) betrachtet, den irreduetibeln Faetor @'(y, x), 

so hat F(x), nach dem Modul @(y) betrachtet, einen derartigen 

irreductibeln Factor F'(x, y). dass die Aequivalenz der Modul- 
a systeme 
E (F(@), @'(y, ©)) (a), Fe, y)) 
f besteht, wobei von Nennern, welche x und y nicht enthalten, ab- 
gesehen wird. 





ganze Function von derselben 


12. Jede Congruenz nach einem der beiden Modulsysteme (F(e), 

G'(y,x)) und (G(y), F(x,y)) kann nun, indem man x und y durch ganze 

Funetionen einer neuen Unbestimmten z ersetzt, in eine Congruenz nach 

einem bestimmten einfachen Modul verwandelt werden; und dieser Modul 

kann so gewählt werden, dass jede auf ihn bezügliche Congruenz, wenn 

man z durch eine ganze Function von x und y ersetzt, in eine richtige 

Congruenz nach einem jener beiden Modulsysteme übergeht. Ein solcher 

, Modul ist die in Art.7 eingeführte irreduetible Function H(z), und diese 

€" war, algebraisch gesprochen, ein irreductibler Factor der linken Seite der 
Gleichung, welcher die Grösse u&+v genügt. 

Die ganze Function 


l,m 1,n 


9%, 9) = HII@-(uz,+eg,)) 


7* 
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u 


ist offenbar nach dem Modul /(w,f, g) in lineare Factoren zerlegbar, wenn 
!(x,1,g9) = 0 die Galoissche Itesolvente der Gleichung 
5(2).Glr) = 0 
bedeutet; also zerfällt auch H(z, a,b) nach dem Modul 7'(w, a, b) in Linear- 
factoren, also a fortiori nach dem in /'w,a,b) als Factor enthaltenen 
Modul y(w). Die Congruenz 
Hz, a, b)=0 (mod.y(w)) 
hat also so viele Wurzeln, wie ihr Grad angiebt; dasselbe muss, wenn H(z) 
irgend ein irreductibler Factor der linken Seite ist, von der Congruenz 
(41.) Hz)=0 (mod.y(w)) 
gelten, weil sonst eine Congruenz mehr Wurzeln hätte, als ihr Grad be- 
trägt, was bei der Irreduetibilität des Moduls unmöglich ist, und die Zu- 
sammensetzung des Produets 9 ergiebt leicht, dass alle Wurzeln der Con- 
gruenz (41.) auf die Form 
ufu(@0)+0g,() 
eebracht werden können. 
Dann kann H(z) unter den irreduetibeln Faectoren von H(z, a, b) so 

gewählt werden, dass auch die Congruenz 

H(uf,(w)+vg,(w))=0 (mod. y(w)) 
besteht, oder, wenn 

uf, (w)+og,(w) = h,(w) 

gesetzt wird, 

(42) Hfh,(w))=0 (mod. y(w)). 
Diese Uongruenz kann man nach den in dem Modul y(w) nicht vorkommenden 
Unbestimmten a und ® differentiiren; setzt man 


oH oH oH 
Bu. an ı en. a maNDs 


so ergiebt sich aus (42.) sofort 


Oh 


H,(h,(w))- u +H,(h,(w)) = 0, 
(mod. 7(w)); 





H,(h,(w)) a +H;(h,(w)) = 0 


hierin kann man auf beiden Seiten mit einer derartigen ganzen Function 
von h,(w) multiplieiren, dass der Coefficient des Differentialquotienten in 
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beiden Congruenzen die Diseriminante der irreduetibeln Gleichung H(z) = 0 
wird, also eine von Null verschiedene Grösse des Rationalitätsbereichs (R), 
wenn man die Unbestimmten « und e durch passend gewählte Grössen 
dieses Bereichs ersetzt. Versteht man also unter F, und @, ganze Func- 
tionen mit Coeffieienten aus dem Bereich (W), so kann man setzen 


Ih, (ww) j N 
( u \ RE fi (w) F,(h, / 0) ), 
ol r . 
(43.) IR (mod. z(w)). 
m)  — ._. FERT 
By :g,(w) = @,(h,(w)) 








Jetzt sei eine Uongruenz 

(44.) gl, yJ)=0 (modd. F(x). @'(y, «)) 
gegeben; dann ergeben die voraussetzungsmässig bestehenden Congruenzen 

F(f,(w))= @'(g.(w), i(w))=0 (mod. y(w)) 
die Folge 

s(f.(w), sg w))=0 (mod. y(w)). 
also nach (43.) 
pIF,(h,(w)), @,(h,(w))| =0 (mod. y(w)) 
oder kurz, indem man unter ? eine ganze Function versteht, deren Üoef- 
ficienten dem Bereich (X) angehören, 
d(h,(w))=0 (mod.y(w)). 
Da’ nun die ganze Function H(z) irreduetibel ist, so ist sie entweder ein 
Thheiler von P(x), oder es besteht eine Gleichung 
D,(z)P(z)+H,(&)H(z) = 1, 

worin 2, und H, ganze Functionen bedeuten; in letzterem Falle wäre aber 

P,(h,(w))P(h,(w))+H,(h,(w))H(h,(w)) = 1, 
was unmöglich ist, weil die linke Seite durch y(w) theilbar ist; also besteht 
die Congruenz 

P(2) = Y(F.(@@), @(@))=0 (mod. H(z)), 
womit die Congruenz (44.) in der beabsichtigten Weise durch eine Uon- 
sruenz mit dem einfachen Modul H(z) ersetzt ist. 

Umgekehrt kann jede Uongruenz 
P(z2)=0 (mod. H(z)) 

leicht in eine Congruenz von der Gestalt (44.) umgewandelt werden. Zu- 
nächst ergiebt sich: 
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(45) (Fluf,(w)+eg(w))=0 (mod. H(uf,(w)+vg,(w))), 
i |b(uf,(w)+eg,(w)) = 0 (mod. y(w)). 
Die Congruenz 

(46.) Plux+veg(w))=0 (mod. y(w)) 
hat die Wurzel e=f,(w) und ändert ihre Gestalt bei keiner der Substi- 
tutionen y.(@), Y4(@), .... welche g,(w) ungeändert lassen; also hat sie auch 
die Wurzeln fıy.(w), fiya(w), .... Mit anderen Worten, ersetzt man in 
(45.) die Unbestimmte ww durch y.(w), so folgt 


blufiy.(w)+egy.(w))=0 (mod. yy.(w)); 
weil nun die Congruenzen 
yv.(w) = g,(w 
yY.(w)= 0 
bestehen, so folgt weiter 
blufıy.(w)+eg,(w))=0 (mod.y(w)), 
d.h. die Congruenz (46.) hat die Wurzel x = fıy.(w); ebenso sind offenbar 
alle mod. y(w) verschiedenen Werthe der Reihe 


f(w), hy.(w), AyYaw), --- fYrW), 
d.h. alle Wurzeln der Congruenz F'(x, g,(w)) = 0 (mod. y(w)) auch 
Wurzeln der Congruenz (46.). Hieraus folgt ebenso, wie in Art. 11 aus der 
Congruenz 
(2, (w))=0 (mod.y(w)) 
die weitere Congruenz 
y(z, y) 0 (modd. G(y). F(x, y)) 
abgeleitet wurde, das Resultat 


P(ux+vy) = 0 (modd. Gy), Fe, Y)) 


oder, was nach Art. 11 dasselbe bedeutet, 

Plux+ey) =0 (modd. F(x), @(y, x)). 
Da nun nach Art. 11 jede 5 und n enthaltende Gleichung, wenn man $ 
durch x und n dureh y ersetzt, in eine richtige Congruenz nach einem der 
beiden äquivalenten Modulsysteme j 

(ey), Fir, 9)) o (Fa), @W, ©) 

übergeht, und da jetzt gezeigt ist, dass eine Congruenz nach einem dieser 
Modulsysteme durch eine Congruenz nach dem einfachen Modul H(z) ersetzt 
werden kann und umgekehrt, so folgt, dass jede die Irrationalitäten & und 
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n enthaltende richtige Gleichung, wenn man 5 und n durch passende ganze 
Functionen von z ersetzt, in eine richtige Congruenz mod. H(z) übergeht. 
Versteht man also unter ? eine ganze Function, deren Coefficienten dem 
Bereich (X) angehören, so sind die vier Relationen 
PS, n) ee v, 
b(z, y)=0 (modd. F(x), @(y, &)), 
Plz, y)=0 (modd. F'(z, y), @(y)). 
P(F.(z), @,(2))==0 (mod. H(z)) 
völlig gleichbedeutend, sodass aus einer von ihnen stets die drei übrigen 
folgen. Damit ist definitiv arithmetisch formulirt und bewiesen, 
dass der durch Adjunetion zweier Irrationalitäten & und n definirte 
Rationalitätsbereich mit dem durch Adjunetion der linearen Ver- 
bindung #&5+vn definirten identisch ist. 

Hieraus folgt offenbar sofort, dass die Adjunetion beliebig vieler 
Irrationalitäten durch die Adjunction einer einzigen ersetzt werden kann. 
Die directe Betrachtung des allgemeinen Falles liefert ähnliche, aber allge- 
meinere Aequivalenzen von Modulsystemen, wie die Entwickelungen des 
Art. 11; diese leichte Verallgemeinerung soll aber hier nicht weiter ausge- 
führt werden. 


September 1886. 


(Fortsetzung folgt.) 











seitrag zur Theorie gewisser complexer Zahlen. 


(Von Herrn K. Schwering in Coesfeld.) 


Ih einem Aufsatze betitelt: „Zur T'heorie der Abelschen Gleichungen“ 
theilt Herr Kronecker (dieses Journal Bd. 93, 8. 346 ff.) eine Reihe von 
Formeln mit, welche von Jacobi herrühren. 

Dieselben sind als Vorbereitung zu einer Darstellung von («, x)‘ durch 
ein Produet eonjugirter w(e) aufzufassen. Diese Darstellung unterzieht 
Herr Kronecker einer eingehenden Untersuchung, und seine Methode setzt 
ihn in den Stand, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen autf- 
zuzeigen, von deren Erfüllung die Jacobische Aufgabe abhängt. Durch die 
Bemerkungen Kroneckers hat folglich die von Jacobi gestellte Frage eine 
allseitig genügende Antwort erhalten. 

Nun hat Herr Kummer (dieses Journal Bd. 35) die Functionen («, &)’ 
und we) in ihre realen oder idealen Primfaetoren zerlegt. Hiermit ist die 
Frage nahe gelegt, ob nicht von dieser Faetorenzerlegung aus ein Zugang 
zu der Aufgabe Jacobis und ihrer durch Kronecker gegebenen Lösung zu 
finden sei. Diesen Weg habe ich eingeschlagen und bin in der That an 
gewünschte Ziel gelangt. Ich werde jedoch die betreffenden Unter- 
suchungen nicht ausführlich mittheilen, sondern mich darauf beschränken, 
den interessanten Satz, der diese Beziehung enthält, aufzustellen und rein 
arithmetisch zu beweisen. Dagegen werde ich einige Betrachtungen über 
die Faetorenzerlegung der w genauer darzulegen mir erlauben. Dieselben 
scheinen mir nämlich geeignet, die Factorenzerlegung der w einfacher als 
bisher darzustellen. Ich werde diesen Vortheil an einigen Beispielen, welche 
die Darstellung der Quotienten der Primfactoren betreffen, zu zeigen ver- 
suchen. Bekanntlich hat auch Kummer, und zwar am Schluss seiner bereits 
erwähnten Abhandlung im 35. Bande dieses Journals sich mit diesen Quotienten 


das 


eingehend beschäftigt. 
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Schwering, zur Theorie gewisser complexer Zahlen. Id 


$ 1. 
Sei 


(1.) Vu (e) u 'S, ar indmtuind(m+1) 
1 


Im übrigen verweise ich bezüglich der Bezeichnungen auf meinen 
kleinen Aufsatz (dieses Journal, Bd. 93, S. 334), wo dieselben erklärt sind. 


p—1 
Ersetzen wir in dieser Gleichung « durch g ° , so wird 


P 1 


Vu (g y ) wi V (mod. pP): 
wenn 


(nv)+ (nu) <A 
ist. Die Einklammerung bedeutet, dass die kleinsten positiven Reste mod. 4 


genommen werden sollen. Gehört nun der Primtheiler z(«) zu der Con- 
Br 


gruenzwurzel g * , sodass 
p—1 


(2) ng’ )=0 (mod.p), 
ist ferner 
p—1 


v,.(g *)=0 (mod. p), 
so hat w, («@) denjenigen Primfactor n(«'"), welcher so beschaffen ist, dass 


MN . 


p— 
n(g *)=0 (mod. p). 
Dies kann nur der Fall sein, wenn 
(3) mn=1 (mod. A). 

Hiernach erhalten wir folgende einfache Regel, um die Primtheiler von w 
ihrer Form nach zu ermitteln: 

Man bilde drei Zeilen von Zahlen. Die erste enthält die Zahlen 

a u 8... = 
Die zweite enthält die Zahlen 
ve=1r», 2», 39%, ... G—-l)r, 

bezüglich die kleinsten positiven Reste mod. 4. 

Die dritte enthält die analogen Zahlen «x. Man addire nun die 
entsprechenden Zahlen der zweiten und dritten Reihe und verwerfe die- 
jenigen, welche >4 sind. Jetzt schreibe man die Zahlen der ersten Reihe 


auf, welche den übrigbleibenden entsprechen und bestimme zu jeder Zahl, 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 1. te 


f \ 
f ( / | 
Va \ / 
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die wir y nennen wollen, die entsprechende z, so dass 
y»=1 (mod. 4) 
Dann ist n(a') ein Primtheiler von w, „(e). 
Zahlenbeispiel. A=11, w;,;(e). 
seh u u, AH. % u u. mu 
= ES FE ZIELE RZ 
ee BE VE Er 


ya ES EEE 2 

= L & is ,. 
Dann ist, wenn E(«) eine complexe Einheit, 

v,;(0) = Elo).nla).n(a').n(o’).n(o’).n(e‘). 
Und ebenso ist allgemein: 
(4) w,.(e) = E(a).IIn(e‘). 

Dies sind, in veränderter Darstellung, die Resultate, zu denen Kummer 
S. 362 seines Aufsatzes gelangt. 

Die Einheit E(e) kann nun noch näher bestimmt werden. Das 
Produet (4) enthält Factoren. Bildet man die conjugirte w, (a), 
so muss, weil 

v,.().w,, (a) =p= IIn(e’).IIn(a””) 
ISt, 
E(o).E(@")=1 

sein. Daher kann E(«) nur die Form +«” haben, wie Kummer in seiner 
berühmten Gelegenheitsschrift zur Säcularfeier der Königsberger Universität 
gezeigt hat. Vgl. auch Kroneckers Doctordissertation, wieder abgedruckt 
in diesem Journal Bd. 93, 8.23. In der Bestimmung dieser Einheit ist 
später Kummer noch einen Schritt weiter gegangen. Er ertheilt dem Prim- 
factor (ae) die Form, dass 

n(e)=n(l) (mod. (1-e)‘). 
Dann zeigt sich (dieses Journal, Bd. 44, 5. 103), dass E(«) sich in +1 ver- 
wandelt. Erinnert man sich nun meines von mir oben erwähnten kleinen 
Aufsatzes, so ist darin gezeigt worden, dass man immer die Congruenz hat: 

v,.„)=-1l (mod. (l1-e)’). 


Demnach ist auch: 


-1= +(a(l)) ° (mod. (1-a)?) 
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Folglich kann man über das Vorzeichen + in nachstehender Weise be- 
stimmt entscheiden: 
Ist n(1) guadratischer Rest mol. 4, so ist 


1 
(n(1)) ° 1 (mod. A). 
folglich 
5.) vw,.(o) = -IInce‘). 


Ist dagegen (1) guadratischer Nichtrest mod. A, so ist 


(6.) v,.(e)=+lIn(o‘). 


/ I yV,.U\ 


Wir haben hier stillschweigend angenommen, dass n(«) eine wirk- 


liche complexe Zahl ist. Bezüglich der idealen ( 


@) verweisen wir auf 
die Arbeit Kummers. Die Aenderung besteht lediglich darin, dass man 
auf beiden Seiten der Gleichungen (5.) und (6.) die Potenz nimmt, welche 
Kummer mit H bezeichnet. Es scheint nicht zweekmässig, durch Multipli- 
cation mit Einheiten n(«) noch eine andere Form zu geben, sodass etwa 
die Zweideutigkeit des Vorzeichens ganz wegfiele. Für die uns beschäf- 
tigenden Untersuchungen dürfen wir sogar dem Vorgange Kummers uns 
anschliessen und zum Zweck einfacherer Schreibung das Doppelvorzeichen 


unterdrücken. 


‘) 


uud # 


SIT: 


In den meisten Fragen der höheren Zahlentheorie kommt es weniger 
auf die Werthe der Primfactoren als auf ihre Beziehungen zu einander an. 
Als Beleg für diese Behauptung erlaube ich mir die T’hatsache selbst der 
“inführung idealer Zahlen zu nennen. Es wird daher von nicht geringem 
Vortheil sein, wenn es gelingt, auch in der Schreibweise von allem Ueber- 
flüssigen Umgang zu nehmen. Nun ist jedes n(«*) durch die zugehörige 
Zahl y hinreichend bestimmt. Mithin schreiben wir 


(7.) #1 (0°) = (y). 


Hierdurch wird es uns sofort möglich, für einfachere v, u sogar die Fac- 
torenzerlegung der Funetionen w, (e) wirklich niederzuschreiben., 
So ist 


, ‚ )—1 
&) Ya) = (1.2.8)... Z—), 


8 % 
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v0) = (V.@).@)...(E}) 
Er), 

Y1,(@) = (1).(2).@8)...(E =, 

(10.) x(E++?)..(E) 


ze; 


9.) 





„4 . : s 4 r e 
E- bedeutet in bekannter Weise die grösste ganze Zahl, welche »icht grösser 


u. 
als Ist, 


So ist für = 23 


v,.(e) = (1).(2).(3).(4).(5).(6).(7).(12).(13).(14).(15), 

v.,(0) = (VD... 5). .10).AN.L6).AT). 
Um Missverständnissen vorzubeugen, bemerke ich, dass, wenn « durch «” 
ersetzt wird, rechts die Zahlen (k) sich in (m’k) verwandeln, wo mm’ =1 
(mod. 4). Ist daher y eine primitive Wurzel (mod. A) und 


n nu n, )—1 
Yu (@) (Y )Y )+Y ); re 


so wird: 
Ye) = N”). 
So ist z.B. für A=23, 8. 0. 
Y..(a") = (N).(14).(21).0).(12).(19).(3).(15).(22).(6).(13), 
weil 7.10 = 1 (mod. 23). 
Die von Kummer durchgeführte Zerlegung der Function («, &)* sieht 
daher in unserer Schreibweise so aus: 
(11.) (a, x)‘ = pIl,my” (m=1,2,.., 4-2), 


Der Quotient zweier willkürlicher w-Funetionen hat immer die Form: 





Y,. r (a) ER m (A—m) 

Denn zunächst fallen die Faetoren, welche w, „(e') und w,,, (e‘) gemeinsam 
haben, fort. Hat nun der Zähler den Factor (m), der Nenner aber nicht, 
so hat letzterer den Factor (A—m). 


(12.) Y,ula') a (m) 
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Wir wollen künftig statt w, ,(«) einfach w,(«) schreiben und erhalten: 
v,(@) = II(m,). 


Die Zahlen m, sind Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, .... 4—1 und zwar im 


ganzen verschiedene. Ferner wird: 


FI 


fi i—2 m, 
(e,ey » pw; (a). ) (m, 


Daher 


‘ / —2 (A—m,)” 
(13) (2) = re. 
(m,) *" 
m, durchläuft die in den Faectoren von w,(e) auftretenden verschiedenen 
„—1 
u 


Zahlwerthe. Die Lösung der Jacobischen Aufgabe auf dem von uns 


u BR DE 
sewählten Wege gelingt nun durch Bestimmung der —,— Unbekannten 


(m) 
(A—m) 
; “s a i nm 
Den Ansatz der hierzu führenden —,- Gleichungen finden wir wie folgt. 


Wir bilden den Quotienten zweier w, verschiedenen Arguments aber der- 
selben Charakteristik A. Wie einfach diese Bestimmung in der Praxis bei 
nicht zu grossem A ausfällt, möge für =17 und h=2 gezeigt werden, 
. . Io» >. & x . a in . 
wo, wie immer, w, für y,, und w, für v.,(0) = | ne 5 gesetzt ist. 
a’,x 


Ich greife dies Beispiel heraus, weil in der Mittheilung von Herrn Kronecker 
(S. 347 der oben eitirten Abhandlung) («, x)" durch w, und nicht dureh w, 
ausgedrückt ist. Man findet: 


v,(e) = (1).(2).( 3).(4).( 5).( 9).(10).(11), 
v,(e)= (9).(1).(10).(2).(11).(13).C 5).(14). 
Bezeichnen wir kurz 
(m) En 
Am) ms 
so wird 
ie Y,(«) 7, "Sn w,(e‘) 


TI;.%, = >. . : 8. W. 
3 + w,(a?) 2 w,(a*) u. Ss. W 


Die Elimination liefert 
: } Ä 5 2 y 16 
2 „la ).Wla).Wlo‘).Yla‘).Yelo ). 9, (a), 

Nach (13.) hat man: 
(a, 2)" = p.w’(a).-—— are 
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und nach Einsetzung der Werthe der «,: 
(a, 2)" = = LE) WÄR) rw). Re) le)... 


Für = 23 hat Jacobi wieder die Darstellung durch w, gewählt. Hier ge- 


(1) 


lingt es schon nieht mehr, x, = 23 


rational durch die w auszudrücken, 


wohl aber x). Man hat nämlich: 
| a\ /n3 4 
m rn x < ’ r 5) AN : 13 { ION 
ge _ (a). wa). ya). wa"). wa”). (le). w,(e'). w, 0°) 
2/5 lt ap lm} 
(0). w,(a').yw,(e'”). 


\23 


Setzt man in (e, x)” ein, so geht die dritte Wurzel rational heraus und 
man findet: 


3° = Hui), 


Wo 
u er ee 
li te er er 


Ich habe nach dieser Methode die sämmtlichen von Herrn Kronecker ange- 
führten Beispiele behandelt und erlaube mir hier einen Druckfehler in der 
Darstellung von («, 2)” anzumerken, den übrigens die Jacobische Regel 
sofort aufdeckt. Der Exponent von w;(e') muss 11 und nicht 10 sein. 


9». 
Wir gehen jetzt an die allgemeine Lösung der Aufgabe. Wir be- 
trachten zunächst die Primfactoren von w,(«) genauer. 
l. Sei = 12%+1. Dann ist unter Weglassung des Index 
w(o) = (1).(2).(3)...(4KH)xX(6%4+1).(6%+2)...(8k), 
i+1 
v(e”) = (2).(4).(6)...(84)x (1). (3)...(4k—1). 
Demnach wird 


we) __ (Öh+1) (6h+3)  BA-1) 
+ 0 (6) (OR—2) (AK+2) 
w(a”) 


(14.) 


Die Anzahl der Faetoren rechterseits ist E 


12° 
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2. 4 = 12k+5. 
Wir erhalten: 


v(a) = (1.(2).)...(Ak+ 1) (6k+3).(6k-+4)...(8h+ 3), 
4+1 
v(a@”’ ) = (2).(4).(6)...(84+2)x (1). (3)...(4k+1), 
(15.) we u (6X 2. et 5) 5: (Sk t n) 
x . (6k +2) (6k) (4k+-2) 
y(e ' ) 
: n u 
Die Anzahl der Factoren ist 1+E 15 
3. 4= 12k+1. 
v(o) = (1).2).)...(Ak+2)x(6k+4).(6k+5)...(Bk-+4), 
+1 
v(a  ) = (2).(4).(6)...8k+4)xX (db). OB). (dar 1 
YALN w(@) (6k+5) (6k+N1) (Sk+3) 
(16.) j+1 —— (EC - . — ... 
R bk=- 2) (6&k) (4 T L) 


(a ? ) 

Anzahl der Factoren E 
4. A= 12k-+11. 

v(o) = (1).(2).(3)...(4k+3)x(6646).(664+7)...(8k+7), 


12 


\ / 
i+1 
w(e ° ) = (2).(4).(6)...(8%+6)> 1).  @)...(4k+3), 
-\ we) (6k-+7) (6k-+9) (Sk--7 
(] 5% > 4 — 7 / ö - [ Eye ) 
2 i ' (6k+4) (66-42) (4k-4) 


vw(a@a ° ) 


. „A 
Anzahl der Factoren 1+E 5° 
Ist die Anzahl der Faectoren gleich Eins, so ist die Aufgabe, den 
rı(«) 
n(@') 
gelöst. Dies ist der Fall für A=5, 7, 11, 13, 19. Die beiden ferneren 


(Juotienten zweier Primfaetoren durch die w auszudrücken, sofort 


Fälle = 17 und 4=23 haben vorhin ihre Lösung gefunden. Der nächste 
würde 4=29 sein. Wir übergehen denselben vorläufig, weil er zu ein- 
fach ist, und wenden uns zu dem Falle 4 = 37. 

Die Behandlung desselben wird nämlich unsere Methode in ein so 
helles Licht setzen, dass wir die allgemeine Lösung aus dem beobachteten 
Verfahren ohne Mühe erschliessen können. Doch wollen wir das erhaltene 
Resultat, welches die allgemeine Lösung darbietet, auf einem andern Wege 
bestätigen 








Schwering, zur Theorie gewisser complexer Zahlen. 


Es ist 
y(e) = (1).(2).(3).(4).(5).(6).(7).(8).(9).(10) 
.(11).(12).(19).(20).(21).(22).(23).(24), 
ee) _ DAMM u 0 
ya) (1) (6) AH (Pi) (Hr) Hr) 


Wir nehmen an, die Aufgabe sei gelöst und die Lösung in die Form gebracht: 


log -P_ = alogd_ 410,108 4%, 108 +... 


> (—1) w(e-!) v(a”) > w(a7‘) 
An 2, 
"tanlog ar). 


Dabei bedeutet # eine gewisse noch zu ermittelnde Zahl. «a, a, ... 4;- 


. . . i—1 r » 
oder allgemein @, @, ... @,_; sind die —,— Unbekannten der neu auf- 


zo. —_ 
) 


zustellenden Gleichungen. Dann wird: 


(y°°) 


2tlog er De a,log vo + a, log eh +- 
-++4,10g . —.a,;108 
2tlog nu = au,log ee +++a; log ne 4 —a, log - a - 
+ +4,,108 ee 
2tlog is = —4,log en — + — 4,4108 ni 2 +a,log- as +. 
+ +4,l0g en m 


Die Addition muss ergeben | 
2tlogw(e)—2t.logw(e) = t.log ve), a | -tlog| ve”). ee] 


— tlog BE ve ) 
5 y(a-)) ya‘) 
Daraus ergeben sich die nachstehenden Gleichungen: 


— 4,4 +4, = 1, A — A; = N, 
4, —4; +45 = v, Ag Ay, =), 
a —4, +4; = 0, Au As =, 
4, —d —u =, A, An = N), 
y—G—-a = (, An — Ar —du =, 
4, —-b—h = N, Ast —Aı =, 
A; Au = 0 A4+4 —An =, 
0, =U\, Ast —a, =, 


ad; — 4274; Ast —A4 = 
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Dass gerade die letzte Gleichung die rechte Seite # erhält, ist Zufall. All- 
gemein aber bleibt richtig, dass nur zwei Gleichungen die rechte Seite 
t, alle übrigen Null haben. Ferner geht allgemein jede folgende Gleichung 
aus der vorhergehenden durch Erhöhung des Index um eine Einheit her- 
vor, und a, oder allgemein @,_, ist —a,. Unser System ist also dem von 


> 


Kronecker (dieses Journal Bd. 93, 5.350) behandelten genau analog, und 


auch hier wäre a, mit a,,,_, genau identisch, daa,,,=-a, ist. (r= ,-). 
Zur Auflösung des Systems bedienen wir uns derselben Methode 


wie Kronecker a.a.0). Wir setzen 


u 1 1 
[? 


) »2 ) 


und multiplieiren die obigen Gleiehungen der Reihe nach mit 1, 9, 9°. ... 9 
und addiren darauf. Dann wird: 


. 14 3 ! 22 | 217\ a) 
(P+P P (a, ra, t a,/? FREE +a,,P' ) —- tl Fj ) 
oder 
in 13 DEN f 1 . 2 ! | 7 f „N it 
(18.) (1 | P -5 2 (a,+a,9 +4, ee - ta, =1 1—; > vi ; 


Wir haben also nun die Norm der complexen Zahl 1+P"— 9 

N(1+P"— P°) 
zu bilden und mit demjenigen Factor beiderseits zu multiplieiren, welcher 
1+P'"”—P" zu einer reellen ganzen Zahl macht. Verstehen wir unter > 


eine primitive Wurzel der Gleichung "= —1, so sind 
P, , 9° 9 Tg g 
und 
— — be PB Te — 1" ur 917 


Wurzeln der irreductiblen Gleichung zwölften Grades 
(19)  PP—-P+1= 0. 


j l 


Bilden wir die entsprechenden zwölf eonjugirten Zahlen zu 14” — 7° und 
ermitteln deren Product, so ergiebt sich 37. Denken wir uns nun in der 
Gleichung (18.) alle höheren Potenzen von der zwölften aufwärts dureh 
die Gleichung (19.) weggeschafft, so ist die Coeffieientenvergleichung ge- 
stattet und die achtzehn Unbekannten redueiren sich auf sechs. Um diese 
zu bestimmen, beachten wir, dass die Gleichung 2" = —1 sich darstellen 
lässt durch: 


Journal für Mathematik Bd. CI. Heft 1. 
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20) (BH+DB-R+DB-BHI) = 0 
und dass die Gleichung (18.) für jede Wurzel % gilt. Nehmen wir nun 
diejenigen Wurzeln, welche der Gleichung 9° = —1, folglich auch 
21) PA-P’+1 = 0 
genügen, so verwandelt sich 14" —P° in 1+P—P°. Die obige Rechnung 
zeigte uns, dass # den Factor 37 hat; wir setzen also = 37, und aus 
18.) wird: 
1+P-P)aw+raP+aP+aP+aP+a, Pa —a- Ba, P— aß" 

4, +a.: ta; P+a,„P+a,P+asP’+a;P) = BU L-P)P*. 
Entfernt man mit Hülfe von (21.) alle Potenzen von der vierten aufwärts, 
so erhält man vier weitere Gleichungen. Es bleiben zwei Unbekannte. Da 

AHB-PIAHB-RN) = 2P), 

so braucht man vorher nur mit 1+/°—P" zu multiplieiren und erhält für 
! den Divisor 2, also !=2t". 

Endlich bleibt die Gleichung: 

2.) Fri=0 


zu untersuchen. Hier findet man f=i und 
17 
2+)Ea,t = 2.37.1(1-i). 
0 


Dies sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Die Aufgabe ist gelöst. 
Fwmti=b, 

Die Rechnung selbst ist einfacher als sie nach dieser Darstellung 
zu sein scheint. 

Das Resultat ist: 


7 Er 
2.2.5.37.1og- U = Za,log- I, 
(1) v w(a7 
= -39, = 53, =--9, & =-123, a.=— 89, as= 585, 
a= 67, ,=-129, = 33, = 69 = TI, = 161, 
,=-6, „= 192, =-14, = 3, au=-156, a; = —158. 


Die Lösung der allgemeinen Aufgabe können wir aus dem Vor- 


stehenden erscehliessen. Sie lautet: 
Sei 


yv—1 „N f w 
23) log, = 2 nl en 
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Ferner sei 


(24.) v(a) 1 Eee. „Ge GE u 
u(@r”) (—y7 n ) (—y "2) ( y nz “ 
. ® .. . oo ° y . . ) 4 | 
m ist zwar willkürlich, aber für die Funetion ,(e) nehmen wir m= —, 


weil dann r möglichst klein ist, nämlich 


r E(„,)+1. 


Dann wird 


Dabei ist 


Wir zerlegen die im Allgemeinen nicht irreduetible Gleichung (26.) 
in ihre irreduetiblen Factoren 


I\ 


f AN AR q 
EA). PP)... pP) = 0. 
Dann zerfällt die Lösung von (25.) in s+1 Theile. Für jeden Factor 


/ IN 


p,(P) = V ist die Norm 
N(9"+ "+ +") 
auszurechnen, und das Product dieser Normen ist die Zahl t. 

Nur dann tritt hierin eine Modification ein, wenn schon ein Theil 
der complexen Multiplicatoren sich bei Bildung der Norm als ganze Zahl 
multiplieirt mit einer complexen Einheit darstellt, wie dies bei unserem 
Beispiele einmal eintrat. 

Die Lösung der Jacobischen Aufgabe ist durch diese Ausführungen 
im Hinblick auf Gleichung (13.) sofort gegeben. Wir überlassen es dem 
Leser, ihren Ausdruck niederzuschreiben. Allein eine Bemerkung wollen 
wir, wie wir schon in der Einleitung ankündigten, nicht unterdrücken. Die 


\4 


Gleichung (13.) zeigt, dass bei der Darstellung von (e, x)‘ die Potenzen 


(a . . 
der vw aus den nn ganzzahlig hervorgehen, dass also bei der Darstelluı 


10° 
von (a, x) durch die w die Exponenten der ı keine andern Nenner besitzen 
können als die Zahl t oder Divisoren von t. Nun hat Kronecker in der 
öfter eitirten Abhandlung gezeigt, dass diese Nenner der Exponenten der con- 


Jugirten w für die Funetion w, folgende Form haben: 


Sei 


h=y" (mod.)), 1+h=y' (mod. A‘). 
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Dann wird dieser Nenner durch Ausreehnung der Norm 
NA —B4+ß") 
näher bestimmt. 
Folglich muss zwischen den Zahlen 1—P’+P"” und "+ P"+--+P" 
eine Beziehung existiren. Diese Beziehung werden wir im nächsten Para- 
graphen als arithmetischen Satz aufstellen und beweisen. 


Vorher wollen wir unser obiges Verfahren bestätigen. 


Aus 
BE EI 
va) rn 
folet 
w(ar") Lug ji; er BR (y 2 
var = Te 
Daher, wenn man logarithmirt und mit 1, ?, ... 2° multiplieirt, 
21. (1 rn 5 3] O0’ MA yı PEN an, _|_ /I—N- By ‚ Dil > /dk l 0° (y*) 
al. Ku ;, Ja, ga ye(f pP ++ +/ ).2 P*.log au u 


er Factor 2 in Gleichung (23.) rührt von der Einführung der Qwotienten 


der w her. 


Wenn 2"+P”+--+ß” für eins der nicht primitiven 5 verschwindet, 


unser Verfahren nieht anwendbar. Dieser Fall muss z. B. eintreten. 


so 181 


wenn :» einen Divisor mit 4—1 gemeinsam hat. Man braucht dann nur von 
dem @Juotienten zweier anderer y auszugehen, um die Schwierigkeit zu be- 


5 u | (a ar 
seitiren. Meist wird man alsdann geradezu von - (e) ausgehen. Dabei wird 
« < w(a ) - 
u . s ; )—1 
die Zahl, deren Norm zu nehmen ist, allerdings —,— Summanden enthal- 


ten, also für die numerische Rechnung Schwierigkeiten darbieten. Für 4 = 31 
z. B. haben wir, wenn y=11, 

N . 

Pre) "ER 
Daher ist 

»=-15, 9 m =®B 

Die Norm. welehe zu bilden ist, wird 

N&®+PN)=NA1+PN); P=—l. 


Hier verschwindet 1+P” für = —1. Die erste Coeffieientenvergleichung 
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führt zu dem Resultate: 
(y') 
(-77) 


N 


mm f N nf h nf! Irf ’z 
anzu m Nu)» U (@). Ü e v ; Pr l « 


wo 
„= a+a”+a ai +” 
e ar w(e) 
Setzt man zur Bestimmung von m(7,) in... ein, so erhält man nach 
leichten Rechnungen: 
mn) Ban v(a).w(ai).w(a’)...w(a’”) 


p’ twla).w(ar).w(a’ ).w(a/).w(e@r)| 
Für =29, y=2 hat man zu bilden N(1+p°’—Pp), welche sich 
als 2 herausstellt, da man wie in einem früheren Falle, von Potenzen von 
2 absehen kann. Man findet so t=2. 
Für 2=41, y=6 wird 
= li u, = nei = nei. 
Die Gleichung (25.) lautet 


4 JIHN - f IA 24 at 335" x - 
(1- )t I? 7 [F i) N > ) u U Pe 


wo 


J ) ) ) 
(1 rP)i = (—2+9 P)Sa,.P 
Da nun 
6 = (HH BY-34B- BB 


so wird: 


A+HPI)-3+P-P-PE = Z,a,P, t=6.ht. 
Dies sind vier Relationen unter den @.. Wenden wir uns nun dem zweiten 
Factor der Zerlegung 
IN 2 38__ 12, A16 
1+PH)1—-P- /7 — 1) rp = U) 


l j 


zu, so ergiebt sich als Norm die Zahl 11, mithin 


= 2.8.11, 





Für A=45, y=5 wird 


nal, a > > ei 


Die Gleichung 5" = —1 zerlegt sich in vier Factoren bez. zwölften, sechsten, 
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zweiten und ersten Grades und die bezüglichen Normen werden 211, 29, 


7, 1. Daher 
= 1.38.211. 


Für 2=47 wird m=16, , =12, m; =38 n,=3, n,=41 und, da 
+++ = PA-PAHP+P) fü P=—l, 





so wird 

N (1+P°+P°) 
zu betrachten sein. Hier findet man den Werth 6533 = 47.139. Die be- 
treffende Coefficientenvergleichung liefert 22 Gleichungen für die 23 Unbe- 
kannten @,, ... 4. Die letzte #?= —1 führt zu einem illusorischen Re- 
sultate, da links und rechts in (25.) Null erhalten wird. Setzen wir in 


va s a r - 
Pie) ein, so kommt ein Factor 5 hinzu. Daher 


w(a”') 
t = 5.47.1539. 
$ 4. 
Zwei arithmetische Sätze Seiv=-,- ungerade. Wir betrachten 
die Summe 
kn ie 


wo n, die Zahlwerthe durchläuft, welche den in w(«) auftretenden Factoren 
entsprechen. Dann sind alle Glieder der Summe, bez. ihre kleinsten posi- 
tiven heste mod. verschieden. Denn sonst müsste (l+r)n, (I+r)n, 
mod. (—1) sein. Dies ist unmöglich. Denn », und », sind entweder beide 
v, oder >rv oder n>r>n, Inden beiden ersten Fällen ist »,—n,<rv, 
also nicht theilbar durch v; im letzteren sei », =v+n,; dann wäre n,=n,, 
also "= —y*. Nun kann aber in keiner w-Funetion neben dem Factor 
(m) der Factor (A—m) auftreten, weil dies der Gleichung 
p(a).p(a) = p 
widersprechen würde. s enthält also die Summe aller quadratischen Reste, 
welche bekanntlich durch 4 theilbar ist. Setzen wir nun m, = y” (mod. 2), 
so wird 
(28) s=I&(-1)”.m, 0 (mod. A). 
D. h. Greift man in w(a) = Il(m,) diejenigen m,, welche qua- 
dratische Reste, und diejenigen, welche quadratische Nichtreste mod. 4. sind, 
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heraus, so ist die Summe der ersteren vermindert um die Summe der letzteren 
stets durch 4 theilbar, falls —, 
Wir bestimmen jetzt nach Herrn Kronecker die Zahlen / und m, welche 
nach seinen oben eitirten Untersuchungen die Function w |, bestimmen. 
Es ist „== 1+y” mod. 3. 
Sei y"=h und "=1 und 


ungerade. 


1-2 BER 
P= (14+"-N)Em.G ', 
l 
wo m, und n, durch die Congruenz m, = y* (mod. 4) zusammenhängen und 
m, alle Werthe von 1 bis 4—2 durchläuft. Dann finden wir in der Summe 
die drei Summanden: 


FT —n] 


wc 9, Bat, DEE”. 


Daher enthält das Produet P als Üoefficienten von € , wenn 
hm, = rı+c.4, 
(h+l)m, = m, +r,+c.4 
oder 
mtr, t+c.4—4 
gesetzt wird und r, den kleinsten positiven Rest mod. 4 bedeutet, entweder: 
mtr, (m, +r,) = 0 
oder: 
mtr —(m-+r)+i = 4 
Demnach ist in P der Coeffieient von © * entweder O0 oder 4A. 
Das letztere ist nach unserer Regel (8. 57) dann der Fall, wenn 
(m,) nicht als Factor im Producte w,, vorkommt. Hiermit ist bewiesen 


A u re 
° 


P 2. u — TUN um 
Das letztere gilt unter der Voraussetzung, die wir machen wollen, dass £ 
eine primitive Wurzel der Gleichung 7" =1 ist. 
Wir haben also den Satz: 


AHO-DEm Et = 22,0" 
hechts durchläuft », die zur Function w,, gehörigen r = en: Zahlwerthe. 
Nun ist £ 

2 m,.c” = EZm& "+zi-m)C " 


"2 Lo— N N, 
— 22m, . 5 


hy pr 
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Daher wird endlich 
29) Ur -DEm.E” = KR-)EC". 
Die Zahlen m, ! charakterisiren die Function w,, nach Kronecker, die 
Zahlen m, oder », nach unseren Bestimmungen. Den Zusammenhang beider 
giebt Gleichung (29.). 
Hat man 


ve)» O5 ae na 
va) +) ie Ei rn 

so existirt auch zwischen den »,. .... 2», und »,, ..., n, eine einfache Be- 

ziehung, die man aus Gleichung (25.) ableiten kann. Wir übergehen 


dieselbe. 


In dem häufig eitirten Aufsatze (Bd. 93, 8. 359) sagt Herr Kronecker: 
„Dass, wie Jacobi vermuthet zu haben scheint, die von ihm mit (eo, x)’ be- 
zeichneten Kreistheilungs-Ausdrücke stets als Produete eonjugirter w-Fune- 
tionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafür gefundenen Be- 
dingungen kaum anzunehmen. Denn danach müsste stets eine Zahl m 


oO 


existiren, für welche jede der complexen Zahlen 


km “kind (1+9”') 
1 + Wi . 


“io \ 


wo £ eine Wurzel der Gleichung "+1 =0 bedeutet, entweder eine 
complexe Einheit oder aber ein Produet conjugirter algebraischer Prim- 
theiler von 4 ist. Ich habe jedoch noch für keinen Werth von 4 fest- 
stellen können, dass diese Bedingungen nicht erfüllbar sind. Die erste 
Primzahl, welche in dieser Beziehung zur Untersuchung geeignet erscheint, 
ist 2 88." 

Diese Untersuchung für 4=83 hat der Verfasser dieses Aufsatzes 
durchgeführt und gefunden, dass für g= 2 die Norm der complexen Zahl 
1+{°—-{” gleich 83° ist, Wie Herr Kronecker mir brieflich mitgetheilt 
hat, ist auch Herr Wolfskehl zu demselben Resultate gelangt. Die nicht 
unerhebliche Rechnung, welche die Bestimmung einer solehen Norm er- 
fordert, veranlasste mich zu der Untersuchung, ob nicht ein einfacheres 
Verfahren gefunden werden könne. Ich erlaube mir, die von mir erzielten 
Itesultate bei dieser Gelegenheit anzugeben. 
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Sei gegeben die Gleichung: 


30.) y"- "+". 


1 
Wir setzen y=x*, wo 4 eine Primzahl sein möge. Dann wird das 
Product: 


m mi 2 mi 
(2’ —x 4 +3”) (a”,2’ - are’ +2")... 
m m—1 


at LT 1 e i Ka) DEREE —P(x, 3) a 


eine ganze ganzzahlige Function von 3””' und x, wenn 
ed = 1. 


Verschwindet ein Factor von P(z, 2), so ist die Gleichung erfüllt: 


m—1 


Pe ‚a n — aMm—-UDk zT / 4 gm—i — ). 


also wenn 


1 


or, “u Y 


gesetzt wird, Gleichung (30). Mithin ist P(x, 2) nichts anderes als die linke 
Seite derjenigen Gleichung, welche die Aten Potenzen der Gleichung (1.) zu 
1 


Wurzeln hat. Setzen wir nın 2‘ =z, so mag P(x,z) in Q(z) übergehen, 
und es wird: 


4.—1 


0 = Tara" uhr) 


a 
= gm tm) 1) f I, (2— a” +0” " 


Daher folgt die Aegel: 
Man bilde die Gleichung mten Grades, deren Wurzeln die Aten Potenzen 
der Wurzeln der Gleichung 


„Has, TE Luft 


sind, ersetze die Unbekannte durch 3°, dividire durch 3" **', und die Function 


(A—1)ten Grades in z, welche übrig bleibt, ist: 
Na -o+0e"),; * =|1. 


Die Bildung dieser Gleichung gelingt nun aber durch Reihenent- 
wickelung in manchen Fällen sehr leicht. 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 1. 10 
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Zunächst ergiebt sich für jedes ganzzahlige 4: 











y’ .— 1—Az"!ı2 2 zZ m-1) _ 2 im ui. ann a zm-DL... 
EEE 2» (mn) 


2.3... 
EN 


. n . . . .. 4 . A 
In dieser Reihe findet sich eine Lücke. Denn von v=E = bsv=E ee 


fehlen die betreffenden Glieder, welche alle verschwinden. Die obige Reihe 
ist gültig für z, welche ihrem absoluten Betrage nach in der Nähe von 
Null liegen. 

Die übrigen m—1 Wurzeln y liegen alle bei Null, wenn z klein 
ist. Daher beginnt die Entwickelung einer jeden solchen Wurzel mit einem 


Term a,.2°. Bilden wir nun die symmetrische Function 


y’+yi+-+yl-ı = Fü, 2), 


so ist dieselbe ganz und ganzzahlig in z, kann aber nicht vom Grade 4, 
sondern muss niedriger sein. Denn 3° ist in Bezug auf die y, da z”" ihrem 


Produete gleicht, von der Dimension 4. 





7 >4, was also unmöglich in 


einer Funetion Ater Dimension wie F(i,z) vorkommen kann. 
Somit ist der der vorhin erwähnten Lücke vorangehende Theil der 
obigen Reihe genau F(},z). Wir haben also: 


‘ 


> IZ BIrRR „ A—-1-—-vm-+P)...(A+l—rm) or 
21, Sy? =F(i, 3)= 1-13” 1+...+(—]1) ‚A-1- Ffir B iu (m—1) 


6... 


® 
Die Reihe ist bei v = = abzubrechen. 


Dies gilt für jedes ganzzahlige 4. Um nun aus den so erhaltenen 
Potenzsummen die fundamentalen symmetrischen Funetionen abzuleiten, 
muss man die Reihe (31.) in umgekehrter Folge, also mit dem höchsten 
Term beginnend, aufschreiben. Denn für die niedrigsten Terme ist einfach 
F(2),3)=F’(},3) u.8s.w. Man hat dann wieder auf die Dimension z.B. 
von Iy/yi zu achten und gewinnt so bei der Rechnung manche Vortheile. 
Ich gehe jedoch nicht näher auf die Sache ein. So fand ich für m = 3 
und = 41: 
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Schwering, zur Theorie gewisser complexer Zahlen. id 


N(z-a+0’) = 3" +41(72”°— 3643” 4 39783" — 167963" + 355302" 
— 432633’ + 328902 — 163803" +548123°— 12403’+1873°— 182°+3) 
+41(2""+912'"+7152°+11443°4+4762°+513°’+1). 
Für z=-—1 wird N = 101107, für z=1, N = 83.1231. 
Nach Kronecker würden für A=83 hierdurch gewisse y näher charak- 
terisirt sein *). 








*) Die hiermit gestellte Aufgabe, die Norm einer trinomischen complexen Zahl an- 
zugeben, habe ich später nach ganz anderen Principien behandelt. Vergl. meinen Auf- 
satz Acta mathematica Bd. 10, S. 57 ff. „Ueber gewisse trinomische complexe Zahlen‘. 


Coesfeld, im Juni 1885. 
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Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen 


singulären Punkten. 
(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Die Reihe 
gr lH) 2... ine 
Bes 147 cr 1. 2.0(0+1)0o(0+1) ee + int., 


welche der ER a pergeometrischen Reihe analog gebildet ist und der 
linearen ER dritter Ordnung 


a1 tz |le+P+Y+3)e— (rar 


+ (Py+ye+teß+ta+ß+y+l)e—eo] = tepyy = 


genügt, beziehungsweise die entsprechenden Reihen höherer Ordnung 
aßrd „, arBB+V)rL@ ++) 


air 12.@+Dolo+1)r(e+1) inf., 
_ 411 Gy _ a, +1)a, , +). „(an + © ae 
Bein; 1.0,0,--00— “z 2.0,(0, +1)8,(, +D)..-n-ı&+D ® IR 


sind der Gegenstand von Untersuchungen von Clausen *), sowie der Herren 
Thomae**) und Goursat***) gewesen. Die Arbeiten von Clausen beschränken 


*) Dieses Journal, Bd. 3, pag. 59 und pag. 92. 
“*) „Ueber die höheren hypergeometrischen Reihen, insbesondere über die Reihe 
1+ a,a,a, a,(a,+1)a, (a, +1)a,(a,+1) ET 
1.b.b, 1.2.d, (db, +1)b,(b,+1) 
Math. Ann., Bd. 2, 1870, und: „Ueber die Functionen, welche durch Reihen von der Form 
1 ER AIR RN. 
a a a a a es, 
dargestellt werden“, dieses Journal, Bd. 57, 1579 
***) _Memoire sur les foncetions hypergeometriques d’ordre superieur*, Ann. de 
"Ecole Normale, Ser. II, tome XII, pag. 261 et 395, 1883, und: Sur une classe d’integrales 
doubles“, Acta Math., Bd. V, 1384. 
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sich auf die Behandlung der Frage, in welchem Falle die am Anfang ge- 
nannte Reihe mit dem Quadrat einer Gaussschen Reihe, resp. mit dem Pro- 
duet zweier Gaussschen Reihen identisch ist. Herr Thomae stellt in der 
ersteren der zwei eitirten Abhandlungen die lineare Differentialgleichung 
nter Ordnung auf, welcher die allgemeine Reihe genügt, integrirt diese 
Gleichung durch Reihen und geht für »= 3 auf den Zusammenhang der 
einzelnen Zweige der Function bei ihrer Fortsetzung in der x-Ebene, sowie 
auf die Relationen zwischen contiguen Functionen näher ein. Der Diffe- 
rentialgleichung zter Ordnung kann man die Form 


n—1 dry n—? A \ a 
2" "(z—]1) 2" (a,c—b,) -—- +2" (a,0—b, 
( / de" Tr ( 1 1/ de"! 4 ( - e, d.r” N 
++ +2(a,,2—b,_) er +(4_,2c—b,_,) ai +a,ı 
Trı Nn— 2m n—2) dx’ \#n—1!% n—1) dx „Y 





geben, woselbst @,, ... a,, bi, ... b,_, Constante bedeuten. In der zweiten 
Abhandlung nimmt Herr Thomae eine Differenzengleichung zum Ausgangs- 
punkt und leitet mittelst derselben eine Recursionsformel von erheblicher 
Allgemeinheit her; hieraus ergiebt sich gleichzeitig ein neuer Beweis für 
einige Resultate der ersteren Arbeit. 

Von den zwei Abhandlungen des Herrn Goursat enthält die erst- 
genannte einerseits die Herleitung der linearen Differentialgleichung »ter 
Ordnung, welche die obige allgemeine Reihe zum partieulären Integral hat, 
aus den geforderten Eigenschaften der Funetion y in den Bezirken der 
singulären Werthe 


andererseits Sätze iiber Functionen gleicher Verzweigung, mit deren Hülfe 
auch die von Clausen angeregte Frage behandelt wird. — Es ist bekannt, 
dass die Gausssche hypergeometrische Reihe nach Hinzufügung eines con- 
stanten Factors als ein bestimmtes Integral, in welchem x als Parameter 
vorkommt, geschrieben werden kann. In analoger Weise ist, bis auf einen 
constanten Factor, die erwähnte, der Differentialgleichung dritter Ordnung ge- 
nügende Reihe mit dem Doppelintegral 


F. f wrote) (l— zu)” dudo, 


0 0 


und die allgemeinere Reihe »ter Ordnung mit dem (a—1)-fachen Integral 
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» »1 »1 
/ / ef alu)... 
“o T o 


oh " Er 
u 1-u,_ NT A1-z2u..%_) "du....du,_, 


identisch *). In der T'hat entsteht, nach Anwendung des binomischen Satzes 
auf den die Grösse x enthaltenden Factor, aus dem (»—1)-fachen Integral 
eine Reihe, in welcher der Coefficient einer beliebigen Potenz von x in das 
Produet von a—1 Eulerschen Integralen erster Gattung zerfällt, woraus jene 
Identität folgt. Um die Eigenschaften der obigen hypergeometrischen Reihen 
höherer Ordnung zu ermitteln, kann man daher auch von den mehrfachen 
bestimmten Integralen ausgehen. In dieser Art wird das Doppelintegral, 
das sich von der Reihe dritter Ordnung nur durch einen constanten Factor 
unterscheidet, in der zweiten der genannten Abhandlungen des Herrn Goursat 
behandelt. Dieselbe enthält ausserdem eine Reihe von interessanten Sätzen, 
welche andere, durch bestimmte Integrale oder Doppelintegrale darstellbare 
Funetionen betreffen. Herr Goursat beweist mittelst des Cauchyschen Funda- 
mentalsatzes über Integrale längs geschlossener Curven, dass andere parti- 
euläre Lösungen der Differentialgleichung dritter Ordnung aus jenem einen 
Doppelintegral erhalten werden, wenn man, während die zu integrirende 


Function dieselbe bleibt, für die Grenzen andere Werthe (es kommen daselbst 


l l 1 . W .. 
0, 1, ©, —, — - als solche vor ) einsetzt. Der entsprechende Satz über 
2’ u’ sw 


die Differentialgleichung zweiter Ordnung drückt bekanntlich eine wichtige 
Eigenschaft der Gaussschen Reihe aus. 

Die Untersuchungen, welche in nachstehender Arbeit angestellt werden, 
beziehen sich auf die Lösung der erwähnten linearen Differentialgleichung 
»ter Ordnung durch (»—1)-fache bestimmte Integrale. Im Einklang mit 
dem Resultat, welches Herr Goursat für die dritte Ordnung erhielt, ergiebt 
sich, dass alle particulären Lösungen der Differentialgleichung »ter Ordnung 
sich durch bestimmte Integrale darstellen lassen, bei denen die zu integrirende 
Function stets dieselbe ist, während die Grenzen verschiedene Werthe an- 
nehmen. Indessen weicht sowohl die Form der bestimmten Integrale von 
der obenerwähnten, in der @oursatschen Abhandlung benutzten ab, als auch 
ist die Untersuchungsmethode eine wesentlich verschiedene. Daher wird 


*) Thomae, Math. Ann., l.c., pag. 429, und Goursat, Ann. de l’Ecole Norm., 1. c., 
‘ OR 
pag. 281. 
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die Differentialgleichung dritter Ordnung hier ebenfalls von Neuem behandelt. 
Die im Folgenden abgeleitete Form der bestimmten Integrale führt zu einer 
übersichtlichen Anordnung und Classification der verschiedenen partieulären 
Lösungen der Differentialgleichung und gestattet die Ausdehnung der Theorie 
auf eine beliebige Ordnung in verhältnissmässig einfacher Weise. — Die 
Eigenschaft jener bestimmten Integrale, Lösungen der betreffenden Diffe- 
rentialgleichung zu sein, wird hier nach einer Methode bewiesen, welche 
nicht die vorherige Entwickelung der Integrale in Reihen bedingt. Es wird 
gezeigt, dass die Differentialgleichungen der genannten Art durch partieu- 
läre Integrale von der Form 


y= / (d-a)-Tat 


befriedigt werden, woselbst T eine Function von £ allein, entweder con- 
stant oder gleich x, und g, « constant sind. Hat die betrachtete Diffe- 
rentialgleichung die Ordnung z, so genügt die Funetion T einer linearen 
Differentialgleichung (a—1)ter Ordnung, in welcher Z£ die unabhängige 
Variable ist. Nach Anwendung einer einfachen Substitution wiederholt sich 
dieser Schluss für die Differentialgleichung (»—1)ter Ordnung, respeetive 
für die entsprechenden Gleichungen niedrigerer Ordnung. So gelangt man 
zuletzt zur hypergeometrischen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der 
die einfachen bestimmten Integrale genügen, und erhält folglich (a—1)-fache 
bestimmte Integrale als Lösungen der Differentialgleichung »ter Ordnung. — 
Dieselbe Methode ist auch auf gewisse andere Gruppen linearer Differential- 
gleichungen höherer Ordnung anwendbar, worauf zurückzukommen der Ver- 
fasser sich vorbehält. 

Nachdem im $ 1 der nachstehenden Arbeit die Rechnungen für die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung kurz recapitulirt sind, wird im $2 die 
Differentialgleichung dritter Ordnung integrirt. Im $ 3 werden zwei Hülfs- 
formeln abgeleitet, im $ 4 die Hauptintegrale der Gleichung dritter Ordnung 
durch Substitutionen umgeformt und in Potenzreihen entwickelt. Die $$ 5 
und 7 enthalten die analogen Rechnungen für die Differentialgleichung 
vierter Ordnung, während im $ 6 ein m-faches Integral auf das Produet von 
m Eulerschen Integralen erster Gattung zurückgeführt wird. Im $ 8 werden 
einige im Folgenden angewendete Sätze über gewisse ganzzahlige Uoef- 
fieienten, die in der Theorie der analytischen Faecultäten vorkommen, her- 
geleitet. Die Ausdehnung des Integrationsverfahrens auf die Differential- 
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sleichung »ter Ordnung ist der Gegenstand der $$ 9—12, und zwar handeln 
die $$ 9 und 10 von der Zurückführung der Gleichung »ter Ordnung auf 
eine ähnlich gebildete Gleichung (a—1)ter Ordnung, der $ 11 von den Gren- 
zen, welche bei den bestimmten Integralen anzuwenden sind, während im 
$ 12 die Form der partieulären Integrale, insbesondere der Hauptintegrale 
für die Gebiete von 2=0, e=1, 2=x, erörtert wird. Endlich werden 
im $ 13 die Substitutionen angegeben, durch welche man die erhaltenen 
Integrale transformirt, um sie demnächst in Potenzreihen zu entwickeln. 

Die oben genannten hypergeometrischen Reihen »ter Ordnung sind 
nicht die einzigen, welche aus einer Verallgemeinerung der Gaussschen 
Iteihe entstehen. Der Verfasser hat in einer früheren Abhandlung *) eine 
andere Art hypergeometrischer Reihen angegeben, die ebenfalls einer linea- 
ren Differentialgleichung »ter Ordnung genügen und sich für n=2 auf die 
Gausssche Reihe redueiren. Dieselben sind durch einfache bestimmte Inte- 
grale ausdrückbar, und ihre Differentialgleichung hat » singuläre Punkte, 
abgesehen vom singulären Werthe = x. Es dürfte kein Hinderniss be- 
stehen, den Namen „hypergeometrische Reihen (resp. Funetionen) »ter Ord- 
nung“ für beide Fälle beizubehalten; nur müssen die erforderlichen weite- 
ren Angaben hinzutreten. Da die im Folgenden behandelten Funetionen 
ausser = x nur die zwei singulären Punkte 2=0 und r=1 haben, so 
können sie, zur Unterscheidung von jenen anderen Reihen, als „hyper- 
geometrische Reihen »ter Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten“ 
bezeichnet werden. Beiden Arten von Funetionen ist die Eigenschaft ge- 
meinsam, keine logarithmischen Bestandtheile zu enthalten, obwohl die An- 
fangsexponenten der einzelnen partieulären Integrale sich zum Theil nur 
um ganze Zahlen von einander unterscheiden; die bei ihnen vorkommenden 
Unstetigkeiten und Mehrdeutigkeiten sind ausschliesslich die von Potenzen. 

Es möge hier noch erwähnt sein, dass in den nachstehenden Rech- 
nungen der mte Binomialcoeffieient der Zahl g wie üblich durch (g),, und 
der Zähler desselben durch [q], bezeichnet wird, sodass 


g(—-Dg—2)...(g—m+1) 
(m = « en = —, ml, 


[ga]. = 9g-D-2)...(g-m+1), [gb =1 
ist. Aus der letzteren Benennung ist sodann durch Hinzufügung eines 


.. 


*) Dieses Journal Bd. 71, „über hypergeometrische Functionen nter Ordnung. 
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Zeichens + als oberen Index eine neue gebildet, indem 
\ f P ., 
[(g]; 43 a(q+1)(g+2)...(g+m-]), (al, Erg 1 
gesetzt wird. Hiernach kann man die am Eingang angeführte hypergeo- 
metrische Reihe »ter Ordnung kurz als die Summe 


„= (a, ]t[a,]t...[a,]; 
B; © 4 + + 
m—U Bam lo, m BT ® be 


sehreiben. 


$1. 
Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dy ır dy 
E. (2 —]1 ar —l (a ) I)\z—o : al — ), 
( ) \ ) dr’ +[( HP+1) 0| dr ropy 
welcher die Gausssche hypergeometrische Reihe 


-1)A(B+1) a 
GB) FEB d)=- 14 er c+ erbYARtl) x’ +. inf. 


1.o 1.2.0(0+1) 

genügt, kann auf die Form 

d’y [ | df,(x) dy (8+1)8 d’f,(z df (x) 

(3 h {9 1 2 er f | h + PTAJI 2 ’ _R 4 in Ü 
«7 9X ; I T _ A 
x ) Ri Ir Tr ) dx h\®) de ' 2 dx’ PT 39 
gebracht werden, wenn man durch f(x), f(x) die ganzen Functionen 
zweiten, resp. ersten Grades 

f(&) = c(c-1), file) = (P-e+l)e-(P-o+1 


bezeichnet. Für y werde das bestimmte Integral 


4) y= f\ (u—z) "Udu 


eingesetzt, woselbst U nur von x abhängt, und g,, %, eonstant sind. Dann 
erhält man aus (3.) die Gleichung: 


lx er > N 


; *h, sure \ R h 2 : ) _m\N? 
B(B+ 1) / (u-a) U INel@)+ en (u—2)+ d f,(x (u a)» du 


9 


/ 


°h, 1 
—B/ (ua) FU Ihd+ ne (u— x) | da = U). 


Aber nach dem Taylorschen Satze ist 


fi) = kr 2 a 


dx’ 2 


fi) = hid+ U (ua), 


Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 1. 11 
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sodass nach Division durch 5 die Gleichung 


BD /" (ua) fu Udn— f" (u-e)"f(u)Udu = 0 


Iı 
entsteht. Der erste Summandus der linken Seite wird durch theilweise 
Integration in den Ausdruck 


-[a-2)"f WU], + [27 KU) 7 


du 


transformirt. Indem man also die Grösse U dureh die lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung 


EOW _ u — 0 


du 


als Funetion von «# bestimmt und die Constanten g,, Ah, so wählt, dass das 
Produet 
M, = u-z)GW)U 
für «= g, und «=h, verschwindet, wird das bestimmte Integral (4.) zu 
einer particulären Lösung der Differentialgleichung (1... Die Substitution 
U = „WU 


liefert für U die Gleichung 
dU 
1) —(g-0-1)U = 0, 


woraus, wenn von dem willkürlichen constanten Factor abgesehen wird, 
(U = ei, Ua ra I, 
IM, = (u-a) Turtle 1)“ 

folgt. 

Für die Grenzen g,, h, ergeben sich die Werthe 0, 1, ©. Aller- 
dings haben bei jedem dieser Werthe, damit er anwendbar sei, die Con- 
stanten «, ?, oe gewissen Ungleichheiten zu genügen. Denn damit M, für 
a—=0, bezw. für =1 und =» verschwinde, müssen die respectiven 
Bedingungen 

P-e+1>0, o-—e.>(0, a>O 
erfüllt sein. Diese Beschränkungen übertragen sich bekanntlich nicht auf 
die Potenzreihen, in welche die bestimmten Integrale sich entwickeln lassen. 

Es kann ferner eine der Grenzen des Integrals (4.) gleich x ge- 
nommen werden. Für A,=x ergiebt sich aus (4.) die Gleichung: 
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dy j" at / sr 
a > P (u— x) Udu+[(wu—-e) "U],-.. 
9 
auf deren rechter Seite der zweite Summandus verschwindet, falls $ (im 
reellen Theil) negativ ist; analog erhält man für +1 <-0 


d? ’r 0: 
= B(P+1) / (u-—a) ""Udu, 


/} 


dx 


sodass die obige Rechnung für A, = x gültig bleibt. Gleichzeitig ist auch 
M, =V für „= x. — Indem man für g,, k, in verschiedener Weise je zwei 
der vier Werthe 0, 1, &, x einsetzt, findet man sechs partieuläre Lösungen 
der Differentialgleichung (1.), welche sich in drei Gruppen ordnen. Zu jedem 
der drei singulären Werthe 2=0, 2=1, 2=x gehören zwei Integrale, welche 
in seinem Bezirke entweder eindeutig sind oder nach Division mit einer Potenz 
eindeutig werden, die s. g. Hauptintegrale oder Hauptlösungen. Man hat nun, 
um die Hauptintegrale für die Umgebung irgend eines dieser singulären Punkte 
zu erhalten, für g, und %, stets einerseits den betreffenden Punkt und den Werth 
x, andererseits die zwei übrigen singulären Punkte zu wählen. So ergiebt 
sich für das Gebiet des Punktes 2= 0 das eindeutige Hauptintegral 

# (u—-a) Fur (a—1)7"" du, 

1 


0 E 
welches durch die Substitution a = jan 


»1 
/ wA-W) (len) du 


0 
übergeht. Dasselbe ist, wie die Anwendung des binomischen Satzes auf 
(1-zu)”” zeigt, mit dem Ausdruck 
E(o, o-o)F(e, P, 0, ®) 
identisch, wo durch E(e,o—e) das Eulersche Integral erster Art 
. “a u u I («\ I(o—e) 
E(a, 0-0) = / we tdu= 9° 
0 u 
bezeichnet wird. Die andere Hauptlösung für die Umgebung des Punktes 
z = 0 
Pu = B=of ])e-e-1 4 
(u-a) "u (u—1) du 


0 


verwandelt sich dureh die Substitution #« = rıt in den Ausdruck: 
2 »] i e 
Ge.) A u u 1—-u) (len) du 
u 


= Const. 2!" F(a-o+1, P-eo+1, 2-0, e). 
11* 
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In ähnlicher Weise erhält man für die Umgebung des Punktes 2=1 die 
Hauptintegrale 


Fi Pu, z)du = Const. Fa, P, e+P—e+1l, 1-r), 


ie Pu, a)du = Gonst. (e-1)""Flo—a, o-P, o-—a—P+1, 1—-) 


1 





und für den Bezirk der grossen Werthe von x die Hauptintegrale 


Soc, x)du = Üonst. cz rF(ß, P-e+l, P-ae+Hl, - ); 


0 





SS, z)du = Üonst. 2”° F(e, a—o+l, e-P+l1, 2 


N 
wo zur Abkürzung 
Du, T) = (u- a) Furt (a1) 


gesetzt ist. 


$ 2. 
Man betrachte nun die analog zu (3.) gebildete Differentialgleichung 
dritter Ordnung 


d’y 


Ko) FH +DIRD-ha 


5 HEHE | © 
+ [HIHI -9+DE DH] Y 


in welcher y eine Constante, f,(=) für k=1, 2, 3 eine ganze Function von x 


\ 








des kten oder eines niedrigeren Grades, fi(z), fi (x) ete. ihre successiven 
Differentialquotienten, und (y+2),, (+2), ete. Binomialcoefficienten be- 
deuten. Man substituirt, indem man durch 3 eine Function von v allein be- 
zeichnet, für y das bestimmte Integral: 
"hy 2 
6) => / (va) Bdr. 


93 
Die Grenze g, desselben sei constant, die Grenze k, entweder constant oder 
gleich x; im letzteren Falle setzt man den Werth +2 als negativ (im 
reellen Theil) voraus. Dann ergiebt sich aus (5.) die Gleichung: 
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el 1 4 2\ fr —3{ R „Wo \;g EIN (® - -2)" 
vr + J, 2)” she) + fi‘ (zo — €) Hs (€) w 
| my € x) N 
hr (®) 53 dı 


"Mn Ei rn \ en 
79 + E-IBHHLDIE-DIHR "5 |do 


Rh, ER R i 
+7 / -e) Bf) + fl) Ede = 0 


9 
oder nach Anwendung des Taylorschen Satzes auf die Ausdrücke in den 


Klammern und nach Division durch y: 


Zr Y r 2) "@-a)" L) pl (e)B do 


(4) ” e 0. 
-+D / oa) > f(o)Bdo+ / (2) 7" flo) Bde 








In analoger Weise wie im $ 1 werden der erste und der zweite Summandus 
(der erste zweimal) dureh theilweise Integration transformirt. Dann kommt 
hinter dem Integralzeichen die Variable x ausschliesslich in der Potenz 
(e—-z)’"' vor, und man erhält die Gleichung 





A). N), 
in welcher wen Abkürzung durch M, der Ausdruck 
8) M; = -4+DE-DTOB+E-2) [re DD ] 


bezeichnet wird. Die Grösse 3% werde durch die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


P(f,(e)®) d(f,(v)®) 
u a 1 
( ) dv’ dv 


als Function von » bestimmt. Ist man im Stande, diese Gleichung zu inte- 
griren und 9, A, so zu wählen, dass die in (8.) definirte Grösse M, für 


+ fi (©) % — 0 


e=g und vo = h, verschwindet, so genügt das Integral (6.) der Diffe- 
rentialgleichung (5.). Es soll nun auf den Fall eingegangen werden, wo 
die Differentialgleichung (9.) sich auf die Gleichung der Gaussschen hyper- 
geometrischen Reihe zurückführen lässt; dann erhält man Lösungen von 
(5.) in Gestalt bestimmter Doppelintegrale. 

Der Coefficient der zweiten Ableitung der Unbekannten ist in (9. 
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eine Funetion dritten, in (1.) eine Funetion zweiten Grades der unabhängigen 
Variablen. Aber wenn auf die Gleichung (1.) die Substitution y = «*n, 
n = x”"y angewendet wird, so findet man für 7 eine Differentialgleichung 
mit rationalen Coeffieienten, in welcher der Factor der zweiten Ableitung 
von n den dritten Grad hat. 

Man führt demgemäss, indem man durch o eine Constante bezeichnet 
und für % den Werth o—y nimmt, in (9.) an Stelle von ® eine neue Un- 
bekannte V mittelst der Gleichung 

WW) Sea) 
ein, wodurch für V die Differentialgleichung 
ad 1 Br Ka) KO Be TE EL 


Henn ‚eher ]r 


entsteht, und sucht dann die Funetionen f£, f, fi so zu bestimmen, dass 
diese Gleichung, abgesehen von einem Factor der linken Seite, die Gestalt 
der Gleichung (1.), gr ‚die (restalt 


eo) Gr +@ +8 +De-0]G-+aB'V 


annimmt. Nachdem ie letztere Gleichung mit e””°*' multiplieirt worden 
ist, können in den zwei genannten Differentialgleichungen die Coeffieienten 
d’V dV 
dv? ’ dv 
der weiteren Rechnung mögen statt der Gonstanten «', ?’, eo’ drei andere 


Constanten «, ?, e angewendet werden, welche mit ersteren durch die 


1} 
ı 
tn 
— 





von und V einander gleichgesetzt werden. Zur Vereinfachung 


Gleichungen 
11) d«=e-o+H, P=P-o+l, 0=0o-o+1 
verbunden sind, sodass für V die Differentialgleichung 


PV no ä 
12) | e(v—1) er +[(@a+P—20+3)e— (0 Pi 7 


+(@e—0o+1)(P—o+1)V = 
aufgestellt wird. Dann erhält man zur Bestimmung ae Funetionen fa, fa fı 
das Gleichungssystem 
ef) = vo —]), 
Br d(vr un zu («+9 —20 +3)’ — (o—-o+1)et!, 


0 w)— ° et, () Pe = (a-o+1)(B-o+1)or-t", 


Neben 











a EN TE ee 


ENTER ERRTT re 


RER 











RER 
REN 


TE RER) 








N Eee BIER Er 


RE 


KT 


re 


SIERT 


ern 


Pochhammer, zur Theorie der allgemeineren hypergeometrischen Reihe. 87 


welches für dieselben die Werthe 

fe) = v(e—I), 

13.) 1) = 2r—-a-P+3)W—(27—g—-0+3)o, 
fi) = G-a+)G-B+De-G-0+DG 


l 
17-641) 
liefert. Bezeichnet man zur Abkürzung durch «,, P,, 0, 9, die Constanten 





/ 


„=y-e+l, A=y-B+l, a=y7-e+l, 1=7-0+]1 


und nimmt gleichzeitig den Werth z als Argument der Funetionen f;. fa. fi. 
so lauten die Gleichungen (13.): 


f(®) zu ze (2—1), 
f:(&) 


» ) 5 = 
fi) = Pi 0,0. 


\ 
N 
Q 
-.- 
K* 
Si 
SEN 
as 4 
S 
| 
— 
= 
+ 
PR 
Di 
[EN 
— 

» 





Die zu integrirende Differentialgleichung (5.) geht durch Substitution 
dieser Ausdrücke f(x), f(x). f(x) in die folgende über 


U’ Ä u R N 5 
(2-1) 5 +2lle+ß+7+92-(0+0+1D] ,: 

(14.) . - 0, 
+(Py+ya+oeß+a+P+y+Dr-oo] m Hapyy 








welche auch in Bezug auf die Form der Constanten genau mit der von 
Clausen und von Herrn Goursat behandelten Differentialgleichung dritter 
Ordnung übereinstimmt. 

Die Gleichung (12.) zeigt, dass man den Werth von V aus den 
Formeln des $ 1 erhält, wenn man daselbst x durch e, sowie «e, ?, o durch 
@e—0+1, P—0+1, 0—0-+1 ersetzt. Die verschiedenen partieulären Lösungen 
von (12.) lassen sich mithin in die Gleichung 


(15) = / w- eur lu— 1)" du 


/ 


9, 
zusammenfassen, in welcher g,, Ak, irgend zwei der Werthe 0, 1, ®, ® be- 
deuten. Aus (10.) ergeben sich dann die correspondirenden sechs Ausdrücke 
für 8. 
Hiermit ist bewiesen, dass das bestimmte Doppelintegral 


*h; Fr USE “h u a _ od — 
(16) y= / e-DJ)T7Wtdb/ (wo) Turn" du 
9 ] 


der Differentialgleichung (14.) genügt, falls g,, h, so gewählt werden, dass 
die in (8) angegebene Grösse M, für o=g, und e = h, verschwindet, wäh- 
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rend 9g,, A, zwei der Werthe 0, 1, &, ® sind. Zur Abkürzung möge durch 
b(u,v, x) die Function 
(17.)  BDlu, v, ©) = W-E) Ulla) TUT — 1)" 
bezeichnet werden, wodurch die Gleichung (16.) die Gestalt 
y=/ d/ "bu, v, z)du 


92 7 


annimmt. 
Der Ausdruck M, lautet nach Berücksichtigung von (10.): 


M, = or {GHD HE) 


HE) lg+o-aB)e-G—eHl) 

Derselbe hat, wenn y-+2 im reellen Theil negativ ist, für e= x den Werth 
Null, während für V eine beliebige der erwähnten sechs Funetionen gesetzt 
werden darf. Das vollständige Integral der Differentialgleichung (12.) hat, 
wie aus $ 1 folgt, in der Umgebung des Punktes e = 0 die Form 

V= cF(@—0o+1,ßP—-o+1,0—-0+1, v)+00”*F(a—e+1,P—e+1,0—o+l1,®) 
und für grosse » die Form 


r  ,o—a—1 y —/)- 
V= cv F(@-o+1, e—0o+1, « P-1, —) 


+0 F(B-o+1, P—-0+1, P-e+l, >), 


WO 6, &, €, c, willkürliche Constante sind. Werden diese Werthe von V 


in M, eingesetzt, so erkennt man leicht, dass 7, = 0 für e = ist, falls die 
Constanten y—o+1l und 7—o+1 positiv sind, und dass M, für 0 =» ver- 
schwindet, falls & und 5 positiv sind. Man nehme an, dass die Ungleich- 
heiten 
a>0, BP>0, y+2<I0, y-oe+1>0, y-co+1>V, 
welche, wenn die angeführten Constanten complex sind, für die reellen Be- 
standtheile derselben gelten sollen, gleichzeitig erfüllt seien. Dann ist der 
Ausdruck 
uf e—- 2)” eV de 


eine Lösung der Dißferentialgleichung (14.), sobald für g., h, zwei der Werthe 
0, x, x gesetzt werden, welches der sechs partieulären Integrale von (12.) 
man auch für V substituiren möge. Hierdurch erhält man achtzehn parti- 
euläre Lösungen der Gleichung (14.). 
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Für 9, oder %, kann ausserdem der Werth 1 gewählt werden. ‚Jedoch 
verhält sich (bei dem Integral in Bezug auf die Variable v) diese Grenze 1 
wesentlich anders als die vorerwähnten Grenzen 0, &, x. Für die Um- 
sebung des Punktes ve = 1 lautet nach $ 1 das vollständige Integral von (12.) 


= c, F(a—o+1, P—-0+l, e&+P—-o—-0o+2, 1—-ev 


+5 (w 1) HP Flo—a, 0-P, 0 +0—a—Pß, 1—v). 
Substituirt man nun für V zunächst das partieuläre Integral 
V=F(a-o+l, P-o+1l, «+ -o—0+2, 1—r) 


»% 
= Const. / (ur) Tut (a— 1)" du, 
© 


welches für e=1 selbst gleich Eins ist, so nimmt der correspondirende 
Ausdruck von M, für e=1 nicht den Werth 0, sondern den Werth 

(0+0— a — P—-I)(1-z2)"" 
an. Hieraus folgt, dass das Doppelintegral 

oh, »T. t £ 
de / blu, v, z)du, 

ge“ e 
in welchem A, einen beliebigen der Werthe 0, ®, x bezeichnet, keine par- 
ticuläre Lösung der Differentialgleichung (14.) ist, dass dasselbe vielmehr 
der nicht homogenen Differentialgleichung genügt, welche aus (14.) ent- 
steht, wenn man statt der Null eine Function Const. (1—x) ”' als rechte 
Seite einführt. 

Wird dagegen für V das andere zu e=1 gehörige Hauptintegral 
von (12.) 
(1 m FAFo—a, 0—P, 0+0—a—P, 1-e) 


’n a 
— Vonst. / (eo) Tue — 1)" du 
1 


gesetzt, und ist o+0—a—/P im reellen Theil positiv, so verschwindet M, 
für o=1. Also stellt, unter der Voraussetzung 0+0—-—a— 3 >>0, das 
Doppelintegral 
y=- [de /" Du, e, z)du, 
1 1 
in welchem A, wieder einen der Werthe 0, ©, x bedeutet, eine Lösung 
von (14.) dar. Hiermit sind drei weitere partieuläre Integrale von (14.) 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 12 
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ermittelt ©). Aus den letzteren Betrachtungen folgt, dass, wenn in dem 


en 


Doppelintegral (16.) die Grenze g, oder A, gleich 1 gewählt wird, für g, 
und A, die Werthe 1 und » gesetzt werden müssen. 

Man nehme an, dass von den Uonstanten 

0, 0, 0-0, a-fP, a-y, P-y, 0+0-—a—P—y 

keine gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null 
sei. In Folge dieser Voraussetzung bleibt das vollständige Integral der 
Ditferentialgleichung (14.) frei von logarithmischen Bestandtheilen. Es 
existiren dann in jedem der Gebiete der drei singulären Werthe 2 =(0, 
x =]. 2 = x Hauptintegrale, welehe daselbst entweder eindeutig oder gleich 
dem Produet aus einer eindeutigen Funetion und einer Potenz von x, resp. 
von 2—1 sind. Diese Hauptintegrale oder Hauptlösungen werden aus dem 
Doppelintegral (16.) für gewisse Werthe der Grenzen g,, Aı, 9:, A, erhalten. 

Um den Zusammenhang der Rechnung nicht zu unterbrechen, sollen, 
bevor zur Betrachtung der Hauptintegrale übergegangen wird. zwei einfache 
Hülfsformeln abgeleitet werden. 

Man bezeichnet durch E(k, 7) das Eulersche Integral erster Gattung: 

E(k, D=EI(l, = / a(1-a) "des eu 
J P(k+l) 
)a das erste der im $ 1 erhaltenen sechs bestimmten Integrale sich für 
r—=1 auf einen solchen Ausdruck redueirt, so folgt aus der dort erwähnten 
Identität die bekannte Formel: 
Pe) (eg -e—P) g 


r I ) m - 
Fe, > 9 1) I(o—a)I(o—8) . 


Es werde nun in dem Doppelintegral 


N = [ Rail o) de [Wan (l-ur):du, 


) 0 


*) Diese Resultate entsprechen den von Herrn Goursat auf anderem Wege abge- 
leiteten (Acta Math. Il). Auch der Satz des Herrn Goursat, wonach zunächst, falls jene 
hier auszuschliessenden Doppelintegrale mitberücksichtigt werden, eine lineare homogene 
Differentialgleichung vierter Ordnung erhalten wird (l. ec. pag. 55), ist mit den obigen 
Rechnungen im Einklang. Denn die soeben erwähnte, nicht homogene Differential- 
eleichung dritter Ordnung kann durch Differentiation auf eine homogene Gleichung vier- 
ter Ordnung zurückgeführt werden, welcher auch die durch (14.) definirte Funetion y 


genügt. 





RER DE en 
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in welchem 4,, %,, 4, L, Constante bedeuten, die Potenz (1—ue)” nach dem 
binomischen Satze entwickelt. Dann ergiebt sich für N eine Reihe, in 
weleher jeder Summandus zwei Eulersche Integrale erster Art zu Fae- 
toren hat: 


N = E(k,+k,, L)E(h,, kı)— 2 E(k+k,+1, L)E(k +1, k, 


)...(l,—v+1) 


San 


E(kh-+k,tv, WECk+r, h, 


Durch Anwendung der Reduetionsformel 


N N, ER VL p(p- 1)...(p + V’- 1) ar, 
URN) RE Di (p+g)(p+g+1)...(p+g+v—1) rg 


entsteht hieraus, nachdem gewisse Faetoren sich fortgehoben haben, die 


Gleichung: 

\p \ l,k, I,(l,—-1)k,(k,+1) 
Mn... ZUE ı 2 (k \ . 2 "2 a‘ 2\2 . Sr / u 
N — E(k,-+k,, L)EL 1® k,) ‚1 L.(k, +k, +1.) | 1.2.(k, ı k, N I, )(Ck, hi, ' I - 1) \ 


M: (ht, L)E(h,, k,)F(-1,, k;,. k,+ +1. 1) 
\ ICh, +k,+1)U(k, +1, +1,) 


= E(k,+k,, L)E(k,, k.)— —  H—, 
e die ) MR ai Pk +l)ICk,+k, +4, +1,) 


Indem man jetzt auch für E(k,+k,,1,) und E(k,,%,) ihre Ausdrücke in 
T-Funetionen einsetzt, erhält man die Gleichung: 


»j 1 
[ht (l— ode [ da (l-ur)du 
0 


(19. 
en PCI) FC), +1, +1) 


=. Pk, +1) P(k,+k, +4,+1,) 
Die zweite Hülfsformel ergiebt sich aus der Betrachtung der Gleichung 





Elk,, WECh, Kh+L+b). 


(7.) für den speciellen Fall, dass e=1 ist. Es werde 


a>0, P>0, y-e+1>0, y-0+1>V0 


angenommen; dann sind (nach $ 2) in der Gleichung (7.) die Grenzen 
9%=0(, =» anwendbar, während in den Ausdruck 8, = eV, für V ein 
beliebiges particuläres Integral der Differentialgleichung (12.) eingesetzt 
werden darf. Ordnet man die in (13.) angegebenen Funetionen f;(e), f(r). 


fi(e) nach Potenzen von e—1 

ße) = v-1+2(—-1)’+(e—D), 

fx(e) = o+0—-a—-P—-(2a +29 —2y—9—-0-3)w—1)+(2y—e -B+3)(e 1)”, 
fi) = aB-g0-y+l)a+B-0-0)+Y-0+1)Y-B+DE-D, 


12* 
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so entsteht aus (7.) für die bezeichneten Werthe von x, g,, h, die Gleichung: 


(Y+1)(a+B+7-0-0+2)/ 0-1) Ve 


++ @+DG+D-aßy—go]/" 8° 1)" Va 


0 


+aP M ve @—1)”’ Var = 0. 


V@- 


Als Integrationsweg der Variablen o werde die negative reelle Axe g 


nommen. 

Die Gleichung (12.) ändert sich nicht, wenn «, ?, y, o, o durch «-+rv, 
P+rv, y+rv, e+v, o-+v ersetzt werden. Denkt man sich also die soeben 
abgeleitete Relation zwischen den drei Integralen für die letzteren Constanten 
hingeschrieben, während » irgend eine positive Constante ist, so bleibt V 
ein beliebiges partieuläres Integral von (12.). Indem man ausserdem die 


ci v an 
Variable v durch die Gleichung o = 5_j einführt, gewinnt man die 


Formel 


Hr +1) (e+ß+y+V—0—0+2) [ W(L-v)°t” Vab 


0 


(20) | -Iatr + B4+r+Dg+r+D Hrn) HN -(E+r)(o+)] 
xf v7=°(1—-9)"" Vdo+(a+r)(P-+v) [wra-r Ydv =Q, 


() 0 





. . . [ ” v . . r 
in weleher die Substitution ® = ei auch auf die Function V anzu- 


wenden ist. 


$ 4. 

Um für die Differentialgleichung (14.) die Hauptlösungen in den 
Bezirken der singulären Punkte e=0, e=1, r=x zu erhalten, hat man 
bei der Wahl der auf die Variable e bezüglichen Grenzen 9, h, des 
Doppelintegrals (16.) dieselbe Regel zu beobachten, welche im $1 für die 
Grenzen der einfachen Integrale angegeben wurde. Die Grössen 9, hs 
sind nämlich entweder gleich dem betrachteten singulären Punkte (in dessen 
(Gebiet das Integral (16.) ein Hauptintegral sein soll) und der Variablen 
x, oder gleich den beiden übrigen singulären Punkten zu setzen. Für 
die Grenzen g,, A, ist der am Schluss des $2 angeführte Umstand zu be- 
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rücksichtigen, dass, sobald g, oder h, gleich Eins ist, g, und Ah, die Werthe 
1 und v» annehmen müssen. Hierdurch ergeben sich zunächst drei Haupt- 
integrale, bei denen die eine Grenze von » den Werth 1 hat; dies sind 
(21.) / (a) v do / (u o)Turla 1)" du 
1 1 


für die Umgebung des Punktes 2 = (0, sodann 


(22.) f: (-z)" vd fi (uva (a— 1) du 
5 1 


für die Umgebung des Punktes z =1 und 


(23.) fi; (—ı)"’vdo #. (u—o) Turner la— 1)" du 
/ 


für grosse Werthe von x. Bei den übrigen Hauptintegralen ist, der obigen 
hegel nach, das Werthepaar (g,, h,) beziehungsweise gleich (0, x), (0, x), 
(x, x) zu setzen. 


Schreibt man das Doppelintegral (16.) in der Form 


bi (-z) "70V, 
4 


so sind die genannten drei Hauptintegrale (21.), (22.), (23.) dadurch cha- 
rakterisirt, dass für V das mehrdeutige Hauptintegral von (12.) in der Um- 


gebung von e=]1 


[orale du 
1 


gewählt wurde. Um die übrigen Hauptintegrale der Differentialgleichung 
(14.) im Gebiet des Punktes 2=0 zu erhalten, setzt man für V die zwei 
Hauptintegrale der Gleichung (12.) im Gebiet des Punktese=(0, d. h. man 
nimmt in (16.) die Grenzen (g,, ,) gleich (1, ©), resp. (0, eo), während, wie 
oben erwähnt, = 0, ,=x ist. In analoger Weise entstehen die übrigen 
beiden Hauptintegrale von (14.) für die grossen Werthe von x dadurch, 
dass für V die Hauptintegrale von (12.) im Bezirk der grossen Werthe von 
v substituirt, dass also in (16.) die Grenzen (g,, h,) gleich (0, 1), resp. (, v), 
und gleichzeitig die Grenzen g;, Ah, gleich x, «x gesetzt werden. Die Aus- 
drücke 
”r ” 2 ” 
(24.) / do / Pu, v, z)du, / do / Pu, v, z)du, 


0 1 0 () 
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in denen P(u, v, x) die Funetion (17.) bezeichnet, stellen demnach Haupt- 
integrale von (14.) für die Umgebung von 2e=0, und die Ausdrücke 


(25.) af 9, v, z)du, [de "Sc, v, z)du 


ni x 
Hauptintegrale für das Gebiet von x = w dar. 

In der Umgebung des Punktes 2 =1 ist die Funetion (22.) die ein- 
zige mehrdeutige Hauptlösung von (14.). Die Anzahl der eindeutigen Lö- 
sungen der Difterentialgleichung ist für dieses Gebiet keine bestimmte; 
denn da zwei von einander unabhängige eindeutige Lösungen (mit den An- 
fangsexponenten 0 und 1) existiren, so erhält man durch Summation der- 
selben, nachdem man sie mit beliebigen Constanten multiplieirt hat, stets 
wieder ein eindeutiges partieuläres Integral. Lösungen, die bei e=1 ein- 
dentig sind und verhältnissmässig einfache Reihenentwickelungen liefern, 
werden erhalten, wenn man für V die Hauptintegrale der Gleichung (12.) 
im Bezirk von e=0 oder auch die Hauptintegrale im Bezirk von o= x 
einsetzt, während nach der oben angegebenen Regel ,=0, l,=» ist. 
Hierdurch entstehen die vier Doppelintegrale: 

Be x e “ 
/ de / b(u, v, z)du, / de / blu, v, z)du, 
0 


rT 1 0 


fi def blu, v, a)du, f de [ "bu, ia 


0 0 0 


(26.) 





In denselben soll, was nach $ 1 erlaubt ist, die negative reelle Axe als 
Integrationsweg der Variablen o gewählt werden, sodass bei genauerer Be- 
zeichnung die obere Grenze der Integration nach © gleich —x zu nehmen ist. 
Um die behaupteten Eigenschaften der Integrale (21.) bis (26.), welche 
man als convergent voraussetzt, nachzuweisen, führt man an Stelle von « 
und » neue Variable ein. In (21.) setzt man 
v 1 1 


— 


et 


 v-ne-D) AI-un’ 
dann werden die Grenzen sowohl für die Integration nach u als für die 
nach vd gleich O und 1, und das Integral transformirt sich in das folgende: 


For many 2-0] 7a ur tal un) "ch. 


Wird hierin die Grösse |1—-xz(1-v)]”” nach dem binomischen Satze ent- 
wickelt, so sind die einzelnen Potenzen von x mit constanten Doppelinte- 
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gralen multiplieirt, auf welche die Gleichung (19.) anwendbar ist. Man er- 
hält auf diese Weise die Reihe 


er E(0-a, o)E(o--P, P)-+ i E(o-o, a-+1)E(0—P, P+l)x 


+1) o oc 
+ a (0-0, @+2)E(0—P, B+D)E+--, 
welche durch Benutzung der Reduetionsformel (18.) in 
Ze TEE u aßy . a(a@a--1)P(A+1)ry(r+1) 2... 
EEE IT a Del * 


übergeht. Für die in der Klammer stehende Reihe werde, gemäss der von 
Herrn Goursat vorgeschlagenen Erweiterung der Gaussschen Bezeichnung, 
der Buchstabe F mit den sechs Argumenten «, , Y, 0, 0, x eingeführt: 
jedoch soll sowohl die Gruppe «, ?, y von der Gruppe 0, o, als auch 
letztere von x durch je ein Semikolon getrennt werden. Man nennt 


demnach: 
aßy 
F(o. BP. Y: 0,0: 2) = 4 Be 
am I, Pr 7: ® J 1.00 
(27.) 


2”... nf. 





er e(a+1)...(e+m—1)A(P+1)...(A+m—V)r(Y+D...(y+m—1) 
| 1.2...m.o(o+1)...(oe+m—1)o(0o-+1)...(o +m—1) 
Indem man in (21.) das Product (—1) "o-u)"""" statt (u—e)"" ein- 
setzt, gelangt man zu der Identität: 
TS. % 

/ wa) tde/ WFT ra 1)" du 
l 1 
(28.) ve h e+r0—a-3—1(1 y-11 u \1—r . e—a—1(1 o- A 1 \a—0 

= WM A-v)’f1-z(l-v)]aon/ u (1-1) (1—-uv)*du 


0 0 


= E(a, o-o)E(P, o—-P)Fla, P, Y; 0, 0; ). 


Die ersten drei Argumente der Function f können beliebig mit einander ver- 


« 





tauscht werden, ebenso das vierte und das fünfte. Da die in der Gleichung 
(28.) vorkommenden Integrale dieses Verhalten nicht zeigen, so ergiebt sich 
aus derselben eine Anzahl verschiedener Darstellungen der Funetion F. 
Dass die Reihe (27.) für mod. ze <1 convergent ist, folgt ohne Weiteres 
aus den bekannten Regeln. 

Eine andere Darstellung der Reihe (27.) durch bestimmte Integrale 
wird durch die (bereits in der Einleitung erwähnte) Formel 
| | / 1-0)" ta will) '(1— zur) du 
(29.) 4 4 

| = E(a, o-e)E(P, o—-P)F(e, P, y; 0, 0; ©) 
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angegeben, welche man durch Entwickelung der Potenz (1—-xzuv)” und 
Anwendung der Gleichung (18.) beweist. Mittelst derselben werden die 
beiden übrigen, in (24.) genannten Hauptlösungen des Gebiets des Punktes 
== (0 auf hypergeometrische Reihen dritter Ordnung zurückgeführt. Sub- 
stituirt man in das erstere dieser Integrale 


1 
u=—, dvd, 
u’ v, 
in das letztere 
u=vi=rud, ver, 


so gehen dieselben in die Reihen 


j Const. 2” Fla—o+1, P—o+1, y—-o+1; 2-0, 0-0+1; z), 


3. | 
ae | Const. 2 *F(a-e+1, P-e+1, y-eo+1; 2-0, 0—o+1; x) 


über. 
Die Hauptintegrale des Gebiets der grossen Werthe von x liefern 
ebenfalls Reihen von der Form (27.). In das Integral (23.) setze man 


a=1-u(ll-e)=1-ud, v=1-0, 
in das erste der Integrale (25.) ® = in das zweite 


® c zT 
u=—- =, 9=— 
u ud v 


Dann erweisen sich, wegen der Beziehungen (28.) und (29.), die genannten 
Integrale als identisch mit den Ausdrücken: 


Const. x F(y, y-e+1l, y-o+1; y-a-+l, y-P+1; =); 


(31.) | Const. z®F(B, P-—e+1, P-0o+1; P-a+l, P-y+1; > 





Const. 2" F(e, e—g+1, e-0+1; a-P+1, a-y+1; =) 


Die Reihen, durch welche die Differentialgleichung (14.) in der Um- 
gebung des Punktes x = 1 integrirt wird, gehören nicht zu der in (27.) an- 
gegebenen Art. Das Doppelintegral (22.) verwandelt sich durch die Sub- 
stitution 

a-l=(e-Y)u=(e-D)ud, v—-1l=(e-Dp, 


wenn von einer als Factor auftretenden Potenz von —1 abgesehen wird, 
in den Ausdruck: 


TER TRETT ET RER : 


. . en a . au a ee ae See 
BE Sr u TR VERENTENR SEE NE EEE TER N I rl Ka DE ae es Ten a a a3 2 So ie nn ne 
a BEER 3 ER 2 EEE ELTERN EN EEE TRENNT SOSE a he ein FE 

BE EEE EN ee Ne er x ? 


ESTER EIERN 


=] 
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a Vi !A-pH)[1+(2-1)0) dv 


0 


x (ua) HELD) ur] an. 
f 


Werden in demselben die zwei Potenzen 
(1+(2—-1)v]”, [1+(&—1)uv]’ 


nach dem binomischen Satze entwickelt, so erhält man eine Reihe, in welcher 
die Factoren der einzelnen Potenzen von 2 —1 sich aus Binomialeoefficienten 
und aus Eulerschen Integralen erster Art zusammensetzen. Durch Anwen- 
dung der Formel (18.) schafft man die Eulerschen Integrale fort bis auf 
zwei derselben, welche den ganzen Ausdruck multiplieiren, wodurch sich 
die Uebereinstimmung des Integrals (22.) mit der durch direcete Reiheninte- 
gration entstehenden, bei x = 1 mehrdeutigen partieulären Lösung von (14.) 





ergiebt. 
Von den Integralen (26.) geht das erste durch die Substitution 


um - . ne ’ 
are 
in 
1 = 2 
(—1)°" vH IH@-1) 1-0] af ulm) (l—up) du 
0 R 


0 


EN 


über. Das zweite Integral (26.), welches in Bezug auf « die Grenzen 0 
und ® hat, verwandelt sich, wenn 
uv ud v 


—_— ® — Denn 


Br w—(—1) w-—1 v—1 


gesetzt wird, in den Ausdruck: 


Dr ea +@- DA] 


x u? (1—u) 7 (1—uv)° du. 





REED 





u " a ee ” ET ggg ME as z 
. in Lance ’ ’ au ve re PER Mae N > ne ed 4 “ 
MEN Sn 1 ee eine 2 se a er Eee - EEE ENTER SEEENERERN 
REDEN rs a re PIERRE En aa a a or dag a Parade ln San an an Bin nn a a ED a WORTES ? 


ER RER Fre 


Diese Form der bestimmten Integrale gestattet, da vorausgesetzt wird, dass 

die Constanten «, P, y, eo, 0 derartig sind, dass die Integrale einen Sinn 

haben, den direeten Schluss, dass dieselben in der Umgebung des Punktes 

== 1 eindeutige und stetige Funetionen von x sind. Denn beschreibt x 

eine kleine geschlossene Curve um den Punkt 1, so tritt weder eine Aende- 

rung der Integrationswege, noch eine Aenderung des Werthes irgend eines 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 13 
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Integralelementes ein. Die Integrale bleiben also eindeutig und werden 
für = 1 nicht unendlich. — Ein zweiter Beweis für die Eindeutigkeit 
und Stetigkeit der obigen Integrale bei e=1 ergiebt sich aus den Reihen- 
entwickelungen derselben. Wird die Potenz 


1+(&@-1)(1-v)]” 


nach dem binomischen Satze entwickelt, so entstehen aus den zwei obigen 
Integralen, wenn von den Factoren (—1)", (—1)°"?+"! abgesehen wird, 
die Reihen 


K-T-K@-14+ 02 K,@-1)- 


(1) - ro +D.. ae 1) k K,c—-1)’+--, 


13..: 
LEDER ep-- 
Bi, —|1 
Hy D L(e-1y+--, 


wo K,, L, die constanten Doppelintegrale 


’ 1 ’ 
K, = 4 w(L—oyrrid / ui) (dw) du, 
0 er 


2 MM . 
“ En / vr 0 (l 158 v)” tv—1 dv / nd (1-1)? (1—-uv)*=° du 
“ ur 


bedeuten. Die letzteren haben die Eigenschaft, dass je drei Grössen K,, 
K,.., K,.., resp. L,, L,41, L,,. durch eine homogene lineare Relation ver- 


bunden sind, und zwar ist diese Relation mit der im $ 3 abgeleiteten Gleichung 
(20.) identisch. Ein Integral 


(32.) va (w-a)’vVd, 


0 
in welchem V eine beliebige Lösung der Differentialgleichung (12.) ist, 
geht, wenn die negative reelle Axe als Integrationsweg von v gewählt 


. . X . . dv . 
wird, durch die Substitution ® rc... den Ausdruck 


1 f wA-o)ll+@ 1) A-0)]7 Vav 


über. Nach Anwendung des binomischen Satzes auf [1+(@—1)(1—-v)]” 
liefert dasselbe, abgesehen vom Factor (—1)°', die Reihe: 





x ep a eg 
EREMERNNE RENNENS NE a RER 


a ee 


RR, 


a en a”, 
ee 


RETTEN er 





BER LR 


6 
FR 


ER RTAEE: Eee 


BENENNEN REN N en 
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Y ı, (+) 
A-T Al@-D+ 5 a-iy—-- 


‚r(r+1)...(z 
Ze me ri 


(33.) 





Te si DEr.. 


vV 


in welcher 1, das constante Integral 


1 gi 
A, = / vr (1— vet 2 Vo 
0 


bezeichnet. Der Vergleich mit der Formel (20.) zeigt, dass die in letzterer 
vorkommenden drei Integrale die Grössen A,, A, ,.„, A,., sind. Also besteht 
zwischen A,, A,;., A,;, die Relation: 
(y+r+l)(e+P+y+r-0—-0+2)A,,: 
[lat + DB+7+ DGA+r+ DU BANG HN Hrn] A 
+(o+rv)\(P+r)A, = 0. 
Statt A,, A,,ı, A,;, kann man in derselben einerseits K,, K,,,., K,... 


andererseits Z,, L,;,, Z,,, setzen, da die zwei behandelten Integrale (26.) 


aus (32.) für die respeetiven Werthe 
2 ’ , ) A 
Fi (u eur (u— 1)" du, / (oe) rarrla—1) "du 
1 o 


der Function V erhalten werden. — Integrirt man nun die Differential- 
gleichung (14.) durch eine Reihe 
(34) y= tele -V)+o(e—1)+e,(e—1)’+-, 
so findet zwischen c,, €,,,, €,;, die homogene lineare Beziehung 
+1) +2) +P+Y+r—o—0+2)c,;: 
+@+D[a+v+)(E+v+Dy+r+D-HNBHNGHN Ente 
Hatr)(d4)G+ne, = 0 

statt. Die Grössen c,, c, bleiben willkürlich; e;, e;, ... werden als ein- 
deutige Functionen von c, und c, bestimmt, weil nach der Voraussetzung 
a+ß+y-o—o keine negative ganze Zahl ist. Die Reihe (34.) ist in der 
Umgebung des Punktes 2 = 1 convergent, wie auch die Werthe von e, 


und c, gewählt sein mögen *). Aus der Gleichung zwischen e,, e,,,. € 
entsteht aber, wenn 


y+2 


*) Man vergleiche die Abhandlung des Verfassers „über einfache singuläre Punkte ete.“ 
ım 73. Bande dieses Journals. 


15” 
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_.rG+D Ay Are re I 
u Buzz ...V 
gesetzt wird, eine Relation zwischen c,, c,;., €,4., welche mit der für 
A,, A,.., A,;, abgeleiteten völlig gleichlautend ist. Hierdurch ist die 
Convergenz der Reihe (33.) allgemein bewiesen. Denn nachdem man 
a re A 

gewählt hat, sind wegen jener linearen Relation sämmtliche Grössen ce, 
gleich den Integralen 4,, so dass die Reihe (33.) auf die als convergent 
bekannte Reihe (34.) zurückkommt. Das bestimmte Integral (32.) stellt 
mithin eine in der Umgebung des Punktes 2 =1 eindeutige und stetige 


Function von x dar. 

Es bleibt übrig, das dritte und das vierte Integral (26.), welche 
ebenfalls eindeutig und stetig bei = 1 sind, durch Substitution umzuformen. 
Dieselben nehmen, wenn beziehungsweise 


u=1-u, 9 = ——, 


gesetzt wird, die Form 


(1) S WA Tl+@—1)0]” av / wet l—u) (1—-uv)" dı, 
(—1)'"* Saw tl+@-Do] ra w A1- WA w)e du 


an. Durch Entwickelung der Potenz [1+(2—1)v]” entstehen hieraus, 


wenn von den Faetoren (-1)?""“, (—1)'"* abgesehen wird, die Reihen 


M 1)... —1 ’ 
,— 4 K, (2@—1)+- dann K,(c— 1y + 1), rr+ tr I la-1y+--, 





SCHERER 8, (x eg +1 ee 8, (2-1) +--- 


in denen 8, und 2, die constanten Integrale 


RK, -f pri] p)) u neu) A-un) du, 
Ze: & verrmill— Drau — (A-n)l-un)* du 





u. " . Rn . u ve. ee ne hs nie Iunina 
En _ a s En u Br ar TERN) ae N A DE en se 
ER er EEE EEE EN AREERUNIN TEEN WERE ESTER EN EEE 
Pe METZ wre EEE ER RE Th Rare an) nd: ae En Fr Bein EEE RT ER a5 20 5 
EEE RE EN FE ET VEIT ” RR 


wie EREERTTTER Inoe ae FRNER 2 a 2 SE Sg a A 


x N NE 
EEE AT EN 


ae 





I TOERRERRTNE ETCRLROR GERN : VE RETURL rn er ea ER REN ER 
STREET ES Tore Sn U RER Le ee TE a an I 2 ke Ba an a au een EEE IRRE UN 
RS ANTRAT BEINEN ENTE ER OT DR ne RUE NS Pati TEE u En ER, 
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bedeuten. Die letzteren Reihen sind, wie die vorher betrachteten, specielle 
Fälle der Reihe (33.); denn für v=1-—v' gehen $,, 2, in Integrale von 
der Form A, über. 


$ 5. 
Die im Vorstehenden entwickelte Integrationsmethode soll zunächst 
auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung ausgedehnt werden. Es werde 
y durch die zu (3.) und (5.) analoge Differentialgleichung 


@) +[(d+3), il) (&)] A | 
a, OHR -OHDR Ä 
+[(d+ 3," @)(d+2)f (D)+ (+1) (DJ -frlE)) 


d.x 
++ 3) -IH DE" HI H+DED- NN) 
bestimmt, in welcher f,(z) für k=1, 2, 3, 4 eine ganze Function des Akten 
oder eines niedrigeren Grades von x, und Ö eine Constante bedeutet; die 
Grössen (d+ u), sind Binomialcoefficienten, f; (x), fi (x), ... die Ableitungen 
von f(x). Man substituirt für y das Integral 


(86) 9 = / (w-a)"Waw 


und setzt in demselben die Grösse W als eine Function von w allein, g; 
als constant, A; entweder als constant oder gleich z voraus. Indem man, 
falls A, = x ist, d+3 als negativ annimmt, ergiebt sich für k=1, 2, 3, 4: 


in ..(d+k— uf (w— a) +Wdw. 


dar 
Zur Abkürzung möge die bereits in der Einleitung erwähnte Bezeichnung 


(la). = al@-Dig—2)...(g-m+1), [gb =1, 


[a]; = g(g+l)(g+2)...(g+m—1), [ei =1, 
eingeführt werden. Dann erhält man aus (35.) die Gleichung 





0 


\ 








(37.) 


w— x)‘ ) 


fe le 
-[0)5 Ya BR KH HR" EZ] a 
nf" VER IOHLETT Hn Z] dw 
-[0]: [ RN" dw = 0 
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oder, da durch Ö dividirt werden kann, und die von den f abhängigen 
Summen nach dem Taylorschen Satz beziehungsweise gleich f,(w), f;(w), 
f:(w), fi(w) sind, die folgende: 


(d+1)(0+2)(0 +3) p (w 2) f,(w)W dw 
-erna+mf (w- 2) ’w)Wdw 

(38.) 
ron (wa) f(w)Wdw 


SW) Bin - 





Die Formel r“ theilweisen Integration, aus der sich zunächst 
| [Way WRCCH 
(O4 k— nf (w 2 x) ” f(w)Wdw er +/ — x) -I—k+1 ne dw 





ergiebt, werde wiederholt angewendet, in der Art, dass schliesslich in (38.) 
die Variable x hinter dem Integralzeichen nur in der Potenz (w—z)""" 
vorkommt. Dann entsteht aus (38.) die Gleichung 


[J oma, BR [M;].-,. | 
Rz 1 i d’ i , MR d? A f; = 0. 
Se [DD _ FED. AR _ u] an| 


73 


wo M, den Ausdruck 

-(d+ 194 2)(w a) WW 

39) 1 = +04 D@-2) [rw 2 ] 
2) [po OB | EB) } 


do dw’ 
bedeutet. Man stellt für die bisher beliebige Function W die Differential- 
gleichung 


(40.) 











AfW)R, _ AfWw)W) £ Rn 
dw’ dw’ 


auf und sucht die Grenzen 9;,, h, so zu a dass 
[M; |.- ha —[M; nn . 0 


ist. Dann gewinnt man, falls eine der Gleichung (40.) genügende Function 


-f(w)V8 = 0 


ES ARE ISERSNEe 3 2 ee 








BEER REN EEE ET ER N A Te RR BE EN RL LE 2 a ee i 
RER LINKE NE RE EN, N a TEEN AND a RT Be ARE TERE Er ART ! « 2 


EN 
SE 


x % ERS HR S 








vn ae N a ie re url DE rn en Ta m AL a ae a Ki Ida a ara PO a 
EU RR ERREGER NEE SLR Dre DEREK Aa ET RT b a en 
Be RETTET TEEN TEUER 


SCH 


N 
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W angegeben werden kann, in dem Ausdruck (36.) eine Lösung der 
Differentialgleichung (35.). 

Durch passende Wahl der ganzen Funetionen fi, ... /, kann nun 
die Gleichung (40.) auf die im $2 behandelte Gleichung (14.) zurück- 
geführt werden. Man verbinde die Function % mit einer neuen Unbekannten 
W durch die Gleichung 

41) W= w"W, 
wo r eine Constante bedeutet, so dass für W die Differentialgleichung 
d’(w"f,(w) By: | d’(w’="f,(w) Ww) 1 d(wf,(w)W) 
dw’ dw” dw 
erhalten wird. Nach Division mit der Potenz w 
Gleichung auf die Gestalt 


w’'f(w)W = 


9-+1 Jässt sich die letztere 





d’ = - ’ N} N} orN f] f \ 1’W 
w(w—1) ol +++) ew-(e+ca+1)] 3 
= UV 
1 ! ! ! ! ! ! ! 4 \ ! ! dw ! y' ! r 
+ [Ay Hr dt + +P'+y+D)w-e'o) Tu +0 Ay W 


bringen, so dass man für W die Doppelintegrale (16.) setzen darf, nachdem 
daselbst für x, «, ß, y, oe, o die Grössen w, «', P', y, 0’, 0 eingetreten 
sind. In Analogie zu (11.) führt man statt der Constanten «', P', y', 0, © 
andere Constanten «, f, y, 0, o ein mittelst der Gleichungen 
a«=a—r+l, P=P-r+l, Y=y-r+l, e@=e-Tr+41l, "=0-7+l; 
ferner bezeichnet man durch g;(w), q,(w) die linearen Funetionen 


q(w) = (a +P+Yy—-ITt+6)e —(e+0—2rT+5), 
(42.) le) = (P-)Y-T)+Y Tee T)+le-T)P— 7) 
+3(0+P+y—-37)+7]w—(e-T+1)(0o—T+]1). 

Die aus (40.), (41.) folgende Gleichung für W wird mit der letzt- 
genannten Differentialgleichung dritter Ordnung identisch, falls f,(w). ... fı(w) 
durch das Gleichungssystem 


ın? Gas ar ern —1), 





.o—7 \ 
6,(w)—3 d(w a u +2,(10), 
2 ww? 1 
ww "f,(w)— 9 4 Zum) . 3 d( zu: 2 nr 0° Ha, (w), 
a EN Flo). arte? 7f,@0)) _ d*(wd-tf,(w)) 
fi (w) z dw F dw’ dw’ 


= —(e—-t+1)(P-T+l)y-1T- 1)w’-"*! 
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bestimmt werden. Durch Auflösung desselben erhält man, wenn zur Ab- 
kürzung &,, Pi Yı, O1, 0, T, als die Constanten 


(ü = d-o+l, PA = d-P+1l, y = d-YHl, 
lo = d-e+l, 5 = d-04Ll, zn = d-r41 
definirt werden, die Werthe: 
fı(w) = w(w-1), 
kw) = (a+A ty +3)w (gta +T+3)W, 
kw) = Pıyıtyatah tat tytDw 
— (5% +79, 40,9, +0, +0, +7 +1)w, 
fi(w) = WPıyıw—o,T.. 
Die Differentialgleichung für W lautet auf diese Weise 


. d’W d’W dW 
lu’ w 7 1) dw’ +%9; (1) dw? + gqı (1) 
| Ha-r+)B-7+y-7+1)W = 0 


wo q,(w) und 9,(w) die Ausdrücke (42.) sind, und derselben wird nach $ 2 
durch Doppelintegrale von der Form 


h> ” i 
u Bl a ei) Be le ul 
92 


9 

genügt, deren Grenzen 9,, A, 92, A, die Werthe 0, 1, ©, v, resp. w haben. 
Indem man die gefundenen Werthe von fı, fi; fs, fı in (35.) sub- 

stituirt, findet man für y die Differentialgleichung 

4) at try = 0, 

in welcher Q;(r), Q;(z), Q,(x) die linearen Funetionen 

Q;,(2) = (A, +6)c—(R, +3), 

(45.) O,(2) = (+3A,+N)ze—(R+R, +1), 

O,(2) = (A+A+A,+l)r—oor 

bedeuten, während A,, A,, A,, R,, R, die Constanten 


A=e+ß+y+d, A=aß+aytad+pßy+Pßd+yo, 
(46.) A; = aßy+apd+ayd+Ppyd, 
R,=0+0+rT, R,=00+o1T+07r 








sind. 
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Der Bedingung 
[M;]\.—.,—-[M].-,, > 0 


93 
ist genügt, wenn die Grenzen 9, h, derartig gewählt werden, dass die 
Grösse M;,, die nach den obigen Bestimmungen in den Ausdruck 


NM, = -w-z) For (w-—1) | (+1) +2) W+(d$+1)w—r) = 
ur ‚dW) 
RATE) Ta 
++ We Wa+Atn-n)e-@+o + 
—(w— x)” 1° . Wie, +0,Y: +PıYı v (T, Tr l)(e, 7 P; Tr 


7 (74 1) ]o—0,0,| 


j oe 
+(w-2) wir? 


I MR} j ry “ 22 N RE ; L z = Wr N} 
dıw (A, TPır? —Zr, 3 u 0 t OÖ; T, L, 


übergeht, für o=g, und @=h, verschwindet. Da d+3 als negativ vor- 
ausgesetzt wird, so ist M;=0 für @=.r. Ferner wird, nach (28.) und 
(30.), das allgemeine Integral der Difterentialgleichung (43.) in der Um- 
rebung des Punktes = 0 durch die Summe 
W= «aF(a-tr+l, P—-t+1, 7—-T+l; o-T+1, 0—-T+1: w 
+00” F(la—o+1, —-0+1, y-0o+1; e-0+1, T-o+1; w 
+60" *Fla-e+l, f—-e+1l, -o+1; o-eo+1l, r—-o+1: w 
angegeben, wo F die heihe (27.) bedeutet, und e,, ©. e, willkürliche Con- 
stanten sind. Hieraus folgt, wie eine einfache Rechnung zeigt, dass M, — 0 
für ©=0 ist, falls die Ungleichheiten 
d—-0+1 >60, d-0+1>0, d—-T+1>0 
bestehen. Für grosse Werthe von w setzt sich nach (31.) das vollständige 
Integral von (45.) aus drei Reihen mit fallenden Potenzen von w zusammen, 
in denen die Anfangspotenzen gleich wo", 77, 07! sind. Die 
Substitution dieser Werthe von W ergiebt, dass M, für @ = » verschwindet, 
wenn € >0, 5 >0, 7>>0 ist. Setzt man also voraus, dass die Constan- 
ten @, 9, ... r die Bedingungen 
| (| «>0, P>0, >90, d43<0, 
\d-e+1>0, d-0o41>0, d-T+41>0 


zugleich befriedigen, so ist der Ausdruck 
17 \-3 0 7 
y- (w— az)" ww" Wdw 
"9 
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ein particuläres Integral von (44.), sobald für 9, h, zwei der Werthe 0, 
x, x gewählt werden, und W der Differentialgleichung (43.) genügt. Da 
man (nach $ 2) 21 verschiedene particuläre Integrale der Differentialglei- 
chung (43.) angeben kann, so liefern die Werthepaare 


(93; h,) = (0, x), (93; h;) = (0, =), (9; h;) = (x, T) 
im Ganzen 63 particuläre Lösungen von (44.), welche die Gestalt von drei- 
fachen bestimmten Integralen haben. 

Es kommt für das Integral (36.) ausserdem die Grenze 1 in Be- 
tracht. Man darf g, oder h, gleich 1 nehmen, wenn für W das dem Aus- 
druck (22.) entsprechende, in der Umgebung des Punktes w=1 im Allge- 
meinen mehrdeutige particuläre Integral von (43.) 


/ ‘(0 we ww)’ 7 erdef (u ” ar uva — 1) "du 


1 1 
= (w-rHHm Fr khWw—V)+kRe—1)+--| 
substituirt wird, und eg+0+7—-a@a—P—y—1>>0 ist, da M, in diesem Falle 
für @ = 1 verschwindet. Wählt man dagegen für W eins der bei dem 
Punkte w = 1 eindeutigen particulären Integrale von (43.), deren Anfangs- 
exponent gleich O0 oder 1 ist, so geht M, für wo=1 in ein Binom 
Le -1) "46 1) 

über, wo £,, f, constant sind. Die correspondirenden Ausdrücke (36.) ge- 
nügen daher einer nicht homogenen Differentialgleichung vierter Ordnung. 
Die Benutzung der Grenze 1 für das Integral (36.) liefert auf diese Weise 
nur drei particuläre Lösungen von (44.). 

Die erhaltenen 66 partieulären Integrale von (44.) haben die Form 


4) y= / "dw f "de / "Du, v, w, z)du, 


93 9 


wo zur Abkürzung durch (u, v, w, x) die Function 

(48.) B(u, ev, w,&) = (w—2) w"@-w To (eu 1) 
bezeichnet wird. Die Integration nach « ist zuerst, die nach w zuletzt aus- 
zuführen. Die Integralgrenzen haben die Werthe 

Ir h=0, 1 ©, ®, 

19; »=04, 1 ©, w, 


- 





mit der Beschränkung, dass, wenn 9 (oder A,) gleich 1 gewählt wird, 
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9=1, hh=v genommen werden muss ($ 2), und dass, wenn 9, (oder h,) 
gleich 1 ist, gemäss obiger Rechnung die Werthe ,=1, h,=ev, n=1, 
h, = w anzuwenden sind. 

In Betreff der Constanten o, P, ... 7 wird angenommen, dass keiner 
der Ausdrücke 


o—ß, 0—y, ad, P-y, P-Jd, 7-0, 


lo, 0, T, 0-0, 0-T, 0—T, 0+0+7r—-a——y—d 

eine positive oder negative ganze Zahl oder Null sei. Dann sind sämmt- 
liche Hauptintegrale der Differentialgleichung (44.) für die Umgebungen 
der singulären Punkte e=0, r=1, zr=x in den Ausdrücken (47.) ent- 
halten, und logarithmische Integrale ausgeschlossen. Um zu den Haupt- 
integralen zu gelangen, hat man bei der Wahl der Grenzen g,, ... A, ana- 
log wie im $4 zu verfahren. Zunächst soll jedoch eine Formel für ge- 
wisse vielfache Integrale, welche im Fall des Doppelintegrals auf die Glei- 
chung (19.) zurückkommt, abgeleitet werden. 


$ 6. 
Man bezeichne durch S,, S;, ... S,, während m eine beliebige posi- 
tive ganze Zahl ist, die Ausdrücke 
S, I. Pe u 6 BE Ne S, ın 5 Fr (1-3, 1-8,8,)", 
S, = gtht tkm], JR] 8,8,85)°, 
S,="" (1-s ya -6...8,)" 


und betrachte das m-fache Integral 


(49) In = /[ Sıds/ S.ds..../ S,ds,, 


In 


in welchem die Constanten k,, ... A,, 4, ... Z, nur in sofern beschränkt 
sind, als angenommen wird, dass J, einen bestimmten Sinn habe. Die 
Grösse J, ist gleich dem Product aus m einfachen Integralen. Definirt 
man nämlich x;, 4, als die Constanten 


(0) s»ehtktetk, WeltlbteHl 
für ö=1, 2, .... m, so besteht die Gleichung 


(51) Ju = E(k,,A)Elk,, 2.+%)E(k;, +43)... E(h,,2._+ An), 
14* 
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in welcher, wie im $ 3, der Buchstabe E zur Bezeichnung des Eulerschen 
Integrals erster Gattung angewendet ist. 
Die Formel (51.) soll durch Induetion bewiesen werden. Man nenne 


En kıtkıt- km _ 
O9, = $ı ": "A-—ay n 
sowie für i=2, 3, ... m—1 
. k;tk;rıt kn” ” I; 
St (d- - (dran... 


Dann ist das Integral 


PR 
" ZUR S ds, / "©, ds;. .n / DO n— ds, ._. 
0) 


dasjenige, welches aus FR entsteht, wenn m durch m—1 ersetzt wird. Man 


nimmt nun die Formel (51.) in dem Fall, dass m—1 für m eintritt, als 
riehtig an, d. h. man setzt die en der Gleichung 


J 1 u E(k,, 4,)E(k., x%,+ 4.) E( k;, Zt iz)... E(k.-ı, % Amt Am-ı) 


voraus und zeigt, dass dann für J, der Ausdruck (51.) erhalten wird. Hier- 
dureh ist die genannte Formel allgemein bewiesen, da sie für m =1 (sowie 
auch für m = 2) bekannt ist. 


] 
4 
mt 


Wird in S, für (1—s,8....s,)” die heihenentwickelung 


1— (1, )185182...8,+ (1285182. ..8, — + (1) (A, 8... + 
substituirt, so trennt sich in der Reihe, die für J, entsteht, bei jedem ein- 
zelnen Summandus das in Bezug auf die Variable s, zu nehmende Integral 
als Factor ab. Der Fe Term der keihe wird gleich dem Product aus 


»1 —) it 
f kn u N 
(— 1) (2), [s (1-5, ds, = (-1)’( n»Elk.-; k.+rv) 
rT 
und dem (m—1)-fachen rn 
Eds, / ©; ‚ds... f Sr ER 
0 v () 
in welehem 
Pr ktkat tk ıtk, tr Yin 
9, = $ : i (1-5; ). . 
und füri=2, 3, ... m—1l 


u! gi Hour Fr ..+k ee ; 9°; | ng" 


Ss =$ "(1-58...8,)" 
gesetzt ist. Dieses (m—1)-fache Integral wird mit dem obigen Integral J,_, 


identisch, falls man in letzterem die Constante k,_, durch Ak,_,+k,+rv er- 
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setzt, dasselbe ist also nach der Voraussetzung gleich dem Ausdruck : 
E(k,, „\)E(k,, 2 +4,)...E(k, > 4 Bun!) % ,) E(k >17 k 1 V. Z ) /. 


3 — 1, 
Für J, ergiebt sich hiernach, wenn zur Abkürzung auch die Bezeichnung 
Ja = E(k,, »)E(h,, 4+)E(k;,, %+4;)...E(h,_., Zust4 


mt 


angewendet wird, die Gleichung 


V=R 
J. = Io 3 (-1V(@)E(k,_, kAN)Elk,_tk,tr, 2,o+% 
y () 


oder, wegen der Formel (18.), 


In = Anke. K)Elkn tl mt} 
m m < \m 1 \ l - 


et ee)... 
Tr / m/v (k,, ı+K, +%un-2+ 4, Ye 
Hierin ist aber die Summe in Bezug auf den Index v, da z, statt k,_,+-k, +2 


geschrieben werden kann, gleich der hypergeometrischen Reihe zweiter 
Ordnung 
F—-I. u Zut A 19 L 


\ 7 
U’(x,. + Am) I (x. ) ) ı+ lu—k,.) IX(x re I / l '& z 1 / 
= I\x, +An-ı+ In) (Amt Am —k ) Be I(% m La ” 17 . 


Indem man für E(k,_,,%k,) und E(k,_,+Kk,.2.-2+4,_,) die Quotienten 
. Ik nf T(k 
E(k,._., k.) = —— 
Ani m) T'(k, tk,) 


De 


E(k,_.+ k, n %n-2t+4,-ı) = TI“ Pu L 
einsetzt, findet man 
I -J , T%ns) mt An) TC) mit 
n . EEE RER, Pla) 
a VRR 0) 
d.h. 
J. = E(k, A)Elk,, a+AM)E(k, %+4;)...E(k,, 2,44 


wie behauptet wurde. 
Für m=35 erhält man aus (51.) die Gleichung 
2 u ] 1 . i EEE 
(52) / Sıds, / S:ds, / S,ds, = E(h, L)E(h, k+L+L)E Ch, Kto + + HL), 
“o X v 


wo S S,. S, die Funetionen 
1} 2 3 
S, — rar (1 8)" A S, — stk i (1 )" (1 ie - 8,85) . 


S; = sr'(1-s)(1—-5,88;)° 
bedeuten. 











110 Pochhammer, zur Theorie der allgemeineren hypergeometrischen Reihe. 


% 


Für die Grenzen 9,, ... A; des dreifachen Integrals (47.) ist im $5 
eine Anzahl von Werthen ermittelt worden, durch deren Anwendung sich 
im Ganzen 66 verschiedene particuläre Lösungen der Differentialgleichung 
(44.) ergaben. Es sollen nun unter letzteren die Hauptintegrale für die 
Gebiete der singulären Punkte ausgesondert werden. Für die Grenzen 
93, A; der Integration nach w hat man (in Analogie zu $ 1 und $ 4) die 
Regel zu befolgen, dass, wenn der Ausdruck (47.) eine Hauptlösung im 
(sebiet von ze=0, ce=1 oder c=x sein soll, entweder der betreffende 
singuläre Punkt und der Werth x oder aber die beiden übrigen singulären 
Punkte für g,, A; gesetzt werden. Die Grenzen 9, h, erhalten nach $5 
die Werthe 1, «, wenn g, oder A, gleich 1 ist; findet letzteres nicht statt, 
so hat man bei den Hauptintegralen die Grenzen 9, h, entweder gleich 
dem betreffenden singulären Punkt und dem Werthe ®, oder gleich den 
beiden anderen singulären Punkten zu nehmen. Die entsprechende Regel 
gilt auch für g,, h,, wenn man «» durch e ersetzt und den Umstand be- 
rücksichtigt, dass g, und h, die Werthe 1 und e® haben, sobald g, oder A, 
gleich 1 ist. 

Die obigen Regeln lassen sich kurz zusammenfassen. Tritt bei dem 
Ausdruck (47.) der Werth 1 als Grenze für eine Integration auf, so sind 
für die vorhergehenden Integrationen die Grenze 1 und die variable Grenze 
anzuwenden; denn sonst wäre (nach $5 und $2) das Integral (47.) keine 
Lösung von (44.). Im Uebrigen sind, wenn der Ausdruck (47.) ein Haupt- 
integral für das Gebiet eines singulären Punktes sein soll, für jede der 
drei Integrationen entweder dieser singuläre Punkt und die variable Grenze 
(d.h. x, w, ev) oder die zwei anderen singulären Punkte als Integralgrenzen 
zu wählen. 

Hiernach werden die Hauptintegrale der Differentialgleichung (44.) 
in der Umgebung des Punktes 2=0 durch die vier Ausdrücke 


er d "bau, "dw d "bau, 
F; dw [ ® du F dw / f u 


(53.) 1 1 1 0 


1 
J def uf Ddu, f def ” Ddu, 





0 


in denen 2? die Function (48.) bedeutet, angegeben. Ferner sind 
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) 1 L | | 


I (0) | 


(54.) 





die vier Hauptlösungen im Gebiet von e=x. In der Umgebung des 
Punktes z=1 ist der Ausdruck 


= rn “ i 
(55.) / dw / def Ddu 
« 7 r 


1 

das einzige mehrdeutige Hauptintegral der Gleichung (44.). Da in diesem 

3ezirke, wie aus der Form der Coeffieienten von (44.) unmittelbar folgt, 
drei von einander unabhängige eindeutige Partieulärlösungen mit den An- 
fangsexponenten 0, 1 und 2 vorhanden sind, so lassen sich daselbst weitere 
Hauptintegrale nicht angeben. Jedoch zeigt sich, dass die zu (26.) analogen 
Integrale 

56) /[ (w-a)w" Widw, 
0 


in denen für W ein Hauptintegral der Differentialgleichung (43.) im Gebiet 
von ©e=(0 oder von @=x eingesetzt wird, sich durch Anwendung ein- 
facher Substitutionen auf die Grenzen O0 und 1 bringen und in convergente, 
nach positiven Potenzen von z—1 fortschreitende Reihen entwickeln lassen. 

Die Integrale (53.) und (54.) liefern hypergeometrische Reihen vierter 
Ordnung. In das erste der Integrale (53.), welches bei 2=0 eindeutig 
und stetig ist, führt man statt a, e, » neue Variablen u, v, w ein mittelst 


der Gleichungen 


1 1 1 
> v = 


um —— ® — 
1—upmw ’ 1—pm ’ 1—w ’ 


wodurch das Integral in 


(—1)°+" 7 (werte m) i[l — c(1-mw)] dw 


‘ 0o+0—a—d—1 a T—y—1 im 1 ] e—a—1 Bi o—5—1 ER \a—0o / 
x/v (1—p) (1-ow)"dvu/ u (1—1u) (1—-upmw)‘ du 
“v vo 


übergeht. Entwickelt man [1—-x(1—-m)]”” nach dem binomischen Satz, 
so entsteht aus dem letzteren Ausdruck die Reihe 
(Pr FT y d(d+1)...(d+v—1) ee’ 


v=U 12... ”. 
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in welcher die Grösse 2, mit dem Integral (52.) übereinstimmt, wenn 
in diesem 

= 7-7, ter: ee, Ariane nen aeier 
enommen wird. Indem man für 2, den in (52.) angegebenen Werth 
2,=E(t—-y, y+v)E(o—P, P+rv)E(oe—eo, @-+rv) 


ae PR « BERN. u. hmanı oe mr .(@+9-1)(A+v-1)(y+v-1) 
u Ze aa, ’ g01(o+1)(0+1)(T+1).. .(0+v-1)(0+9-1)(T+Vv-1) 


substituirt und für das obige Integral (53.) die Gleichung 


— )' -y—1 (u— eo) nie (—1)°* T—A—y (1 —v)' -y—1l (® u) 


benutzt, gelangt man zu der Formel 


I/ (w-a)w? u (we) 0 de (ou) Fu 1) "du 
1 


= E(a, o-a)E(P, o—-P)E(y, T-y)F(o, P, y, 0; 0, 0, T; €), 


in weleher 


oO’ 
su 
$ 


(57.) 


ee, By, 50,015) 
_ 14_Pr9. , ler lP@rUY) rl ++) >... 
(58.) a U dee 1.2.0(0+1)o(o+1l)z(r +1) 
BRLNEHEHOF 
1 [el-lo], [r]7 





vesetzt ist. 
Unter Berücksichtigung der Gleichung (s. die Einleitung) 


‚] ER . »] 
/ w(1-we) dw [ a 6 Bu Det 7 a1 - u) (l—uewe) du 
r v “ 
= E(a, g-@)E(B, 6-B)EQ, t-y)FQ, B, 7, 05 6, 6, 1; 2) 

und der Formel (19.) findet man, dass die übrigen drei Integrale (53.) sich 
durch die respeetiven Substitutionen 

u= ARE. w= cW 

 1-mwm’  1-’ N 
1 
u=- -, v=rdW, w=rWd, 
iu 

a= rzuvw, v=r0V, w=IW 
in die Ausdrücke 
Const. 2" F(@e— +1, —tT+1, y— +1, d—-7+1; 2— r, 9-7+1, 0— +1; e), 
Const. 2 F(a—0+1, P—0o+1, y—o+1, d—-0+1; 2-0, o9—0+1, T—0+1; x), 


Const. 2 *F(@a—o+1, P-—e+1, y-e+1, d—o+1; 2-e, 0-—-o+1, T-e+l1; z) 
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verwandeln. Auf die vier Integrale (54.) werden beziehungsweise die 
Substitutionen 
u=1-upw, v»=1-om, v=1-m, 


LT 
u=1-uv, e=1—v, vo —, 
w 
T i 
u=1-u, = —, = ——, 
| dw w ’ 
zT, x T 
u ——, u= —, v— 
uvm vw w 
angewendet, durch welche sie in die Reihen 
y En) \ \‚ \ \ ’ | ‚ 
Öonst. x F(0, d--o+1, d-0+1, d—-T+1; d—a+1, d-P+1, d—y-+1; =); 
\ _; 3 f A \ ı\ 
Gonst. # "F(y, y-o+1,y-0o+1, y-t+1;3y—-a+1,y—P+1,y—Jd+1: a 


Const. 2 F(ß, BP-e+1,P—-o+1, P-T+1:ß—a+1,ß—-y+1,P—d+1; & 
('onst. 2°F(a, @—o+1,0a—0+1,e—-tr+l;3a—P+1l,a—y+l,a—d+1: 


übergehen. 
Aus dem Integral (55.) entsteht, wenn man 


a—-1=(z—-1l)uvw, e—-1=(z-1)bw, w—1= (r—1)w 
setzt und die Formel (18.) anwendet, eine keihe von der Form: 
Const. (a1) +" +71 40 (2e-1)+s(c 1) +--). 


Auf die Integrale (56.) übertragen sich die Schlussfolgerungen, welche sich 
im $ 4 für die Integraie (26.), resp. (32.) ergaben. In Betreff der Sub- 
stitutionen, durch welche man in die verschiedenen Integrale (56.) neue 
Variable einführt, wird auf $ 13 verwiesen. 

Auf die Differentialgleichung (44.) können, von gewissen Ausnahme- 
fällen abgesehen, die Gleichungen von der Form 
d’y 


d’y | ? 
xı’(2—1) dr® ri (a,2—b,) der’ 


 d’y dy 


+r(a,2 —b,;) Fr 


+ (0,2 —b;) ray = 0 


dr 
redueirt werden. Denn an Stelle der sieben Constanten a,.... a. by.... b; 
lassen sich nach Auflösung zweier algebraischen Gleichungen dritten und 
vierten Grades die in (44.) enthaltenen sieben Constanten @, 9, ... 17 
einführen. 
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Im Folgenden soll die Differentialgleichung zter Ordnung 


lea d” ) n—?2 d"- i Nn— . 
ED tr 4) + 


(59,) BR 
| 3% NM _ 
+ +2(0, 0° — D-2) de’ + (a,_,2— br) de r4,%Y 








in ähnlicher Weise wie die speciellen Gleichungen für »= 2, 3, 4 behandelt { 
werden. Die 22—1 Constanten @,,...@,, di, ... b,_, Sind durch algebraische 
Gleichungen mit 2»—1 anderen Constanten &,, ... &,, Or ».. O,_1 Ver- 
bunden, von denen die Parameter der hypergeometrischen Reihen zter Ord- 
nung, welche der Gleichung (59.) genügen, linear abhängen. Die letzteren 
Reihen sind nach Hinzufügung je eines constanten Factors identisch mit 
(n—1)-fachen Integralen, die analog zu (16.) und (47.) gebildet sind. In 
den Beziehungen der verschiedenen, bei diesen Rechnungen vorkommenden 
Constanten zu einander treten gewisse ganzzahlige Coeffiecienten auf, die durch 
eine bekannte Formel der "Theorie der analytischen Faeultäten definirt 
werden, und die hier durch den Buchstaben d mit oberem und unterem 
Index bezeichnet werden sollen. Um die Differentialgleichung (59.) auf 
eine Gleichung von derselben Art und von der Ordnung »—1 zu redueiren 
(wie im Vorhergehenden die Gleichung (14.) auf (12.), und die Gleichung 
(44.) auf (43.) zurückkam), hat man lineare Functionen Q,, Q:, ... zu be- 
handeln, die für » = 4 in (45.) angegeben wurden, und in deren Coeffieienten 
jene ganzzahligen Constanten d(”’ enthalten sind. Zur Durchführung der 


du Zara ei ER 


ee 





Br EEE 


mt 


Rechnung werden mehrere Formeln, die für die Grössen d{? gelten, benutzt; 
diese sollen zunächst abgeleitet werden. 


$ 8. 
Nach (37.) wird, wenn z eine beliebige Grösse und m eine positive 5 


ganze Zahl ist, durch [z], die ganze Function mten Grades von z & 


im 


[2], = 3(@—-1)(z—2)...(&—-m-+1) 


bezeichnet, ferner durch [z|, der Werth Eins. Ist nun p eine positive ganze # 
2 
Zahl, so lassen sich, nach einem bekannten algebraischen Satze p+1 Coef- 





ficienten 


derartig bestimmen, dass die Gleichung 
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\ 60) #= d”’+dPlz—1,+dPlz—1]),+--+dPl2—1],+--+dPT2—1], 
; für jeden Werth von z erfüllt ist. Man findet sofort die speciellen Werthe 
: ) ) ) ) ) +1 
| 61) dP=1, dn=dp-1, dd=ı, an Prtd 
: die sich ergeben, wenn man z=1 und 3=2 nimmt, resp. die Factoren 
{ von 3’ und z?””' in (60.) betrachtet. Allgemein besteht für m» — p die 
5 Gleichung 
ä kan ) IL u ke a 
| 1 _ 1 Jm+ Dr —(m)ımP + m) Cm—1r— (m) m 2) + 
| (62.) [m] \ + Dr m) 2? +)" 1? | 
= — — 1)‘ (m), (m—i+1)’ = > (—1)""(m),G-+1)?, 
4: [m], St YC )i( ) [m ],, - ( / MITA / 
: a \ ’ m(m—1)...(m—i+ 1 a 4% 
! wo (m); den Binomialcoefficienten r m > ) pedeutet. Die Formel 
(62.) beweist man nach Clausen *), indem man in der Gleichung (60.) die 
Grösse z successiv gleich 1, 2, ... m-+-1l setzt und die hierdurch entstehen- 
den Gleichungen addirt, nachdem man sie respective mit den Constanten 
(—1)”, (-)""(m), -D""m), ::. mu, (m), 
multiplieirt hat. Dann werden die Faetoren von dj”, di”, ... d\”, gleich 
Null wegen der Formel 
fl | .\ . mE m . 
1—(k),+(k)—(k); RK: HC 1A), = 0; 
und da der Factor von d(”’ den Werth 1.2.3...m, = |m|,, annimmt, und 
die Grössen di’), ... d‘” in den erwähnten m-+1 Gleichungen überhaupt 
nicht vorkommen, so gelangt man direet zur Formel (62.). 
Es besteht sodann die Relation: 
; (63.) dir?) = (m+l)dP ad). 
is Denn die rechts stehenden Summanden haben nach (62.) die Werthe 
E i 1 | ; im 
4 (m+1)d/? = m} m+1)} +3 (—1)'(m-+1) (m),(m—i yet, 
j 3 m * ==1 r £ 
dr) 1 Pi 11%/ 1 
P) — ah — —1)"(m—1).(m— k)? 
m—1 [m—1].-ı = ( I\ Ir ( ’)3 


sodass, wenn man in der letzteren Summe 


y i—1, [m —1],.—ı zu . Im], 


m 





27 j RE TEREN 
*) Clausen, „Beweise der ersten Sätze der Theorie der numerischen Faecultäten“, 
dieses Journal, Bd. 7, pag. 234. 
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setzt, die Gleichung 
(m 4 1) d(?) 1 d'P, 
= Gr |(m+1)? FL z (a ((m-+1)(m);—m(m—1));_ ‚m-:+17?} 


erhalten wird. Aber da 


(m+1)(m),—m(m—1);_, = mu iz 23 SEE (m+1-—i) = (m),(m—i+1) 


..d 


ist, so ergiebt sich, wie ER wurde, die Formel: 


(m+1)d dw, = a2 z —1)'(m),(m—i+1)Pt! = detD, 

Bei den Coeffieienten d(?’ ist, da sie durch die Gleichung (60.) be- 
stimmt wurden, der untere Index m kleiner als der obere Index p oder 
ihm gleich. Es soll nun, unter der Voraussetzung, dass m und p positive 
ganze Zahlen oder gleich Null sind, die Definition der Grössen d(” auch 
auf den Fall, dass m >p ist, ausgedehnt werden. Man definirt die Grössen 
d‘’ für m > p durch die Gleichung (62.). Der obige Beweis der Relation 
(63.), welcher nicht m = p voraussetzte, gründete sich ausschliesslich auf 
die Gleichung (62.). Daher gilt die Formel (63.) auch für diejenigen Aus- 
drücke (62.), bei denen der untere Index grösser als der obere ist. Aus 
(63.) folgt aber: 

(64) de =0 für m>p. 


Denn für m =p-+1 lautet die Gleichung (63.) 
dr = (pH +, 


p+1 
und da die Zahl p+2 von Null verschieden, und die Grössen d/? und 
d’7’ nach (61.) gleich Eins sind, so ergiebt sich allgemein d/), = 0. 
Analog schliesst man für m = p+2, p+3 etc. Ist für ein bestimmtes 
positives ö und ein beliebiges p die Grösse d(?) gleich Null, mithin auch 
dN=0, so folgt, wenn m = p+i+1 gesetzt wird, aus der Ubhläng (63.) 


(>+1) __ 23% )) 
dykizı Zu (p+i+2)d rt du, 
dass auch d),, für ein beliebiges p verschwindet. Daher ist d”? = 0, 
sobald m eine grössere positive ganze Zahl als p bezeichnet. — Man kann 
wegen der Formel (64.) die Gleichung (60.) als eine von selbst abbrechende 


Reihenentwickelung der Potenz 3” auffassen. 
Die Formel (63.) beweist, dass die Coefficienten d(? ganze Zahlen 
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sind. Denn wenn man dem Index p nach einander die Werthe 1,2,3,... 
giebt, so ist jeder Coeffieient d{” durch die Coeffieienten mit kleinerem 
oberen Index ausdrückbar, ohne dass hierbei Nenner auftreten. Gleichzeitig 
kann man die Formel (63.) für die numerische Berechnung der ÜCoeffieienten 
d‘ mit Vortheil benutzen. Die Tafel der Coefficienten d(”’ beginnt, wenn 


man die oberen Indices den horizontalen, die unteren den verticalen Reihen 
entsprechen lässt, in folgender Weise: 








Bßinalina ned in=4 insb I n=6 | m— | 
p=0O 1 Ö 0 0 u u 0 0 
s—=1 1 1 Ö Ö v 0 0 v 
»=?7 1 3 1 0 0 Ö Ö 0 
»=3 1 7 6 1 Ü 0 0 0 
p=4 1 15 25 10 1 0 0 0 
»—=d 1 31 90 65 15 1 0 0 
p=6 1 63 301 350 140 21 | 0 
EN 1 127 966 1701 1050 266 28 1 


Mit Hülfe der Gleichung (63.) geht man von einer beliebigen Horizontal- 
reihe zur nächstfolgenden über. — Gewisse der Coeffieienten d‘’’ lassen sich 
in kürzerer Weise als durch (62.) ausdrücken; ausser den bereits in (61.) 
erwähnten Werthen ist z. B. 


5p—2 | | p-1l)(p-2) 
HT, 


Bei der Ableitung einiger weiterer Formeln für die Coeffieienten d/”’ kommt 
ein einfacher Satz über Doppelsummen wiederholt zur Anwendung. Hängt 
eine Grösse f(k, Ü) von zwei Summationsindices k, l ab, so besteht die 


Gleichung: 
k=s is Is ki 
(65.) = Zfeh, )= = z/fıh, I). 
k=r i= I=r kzr 


Denn sowohl % als Z nehmen im Ganzen die Werthe r, r+1, ... s an, und 
es ist A. Statt also jedesmal mit einem Werthe von k alle Werthe von 
! zu verbinden, welche grösser als derselbe oder ihm gleich sind, kann man 
mit einem bestimmten Werthe von / alle Werthe von %, welche kleiner als 
dieser oder ihm gleich sind, combiniren. — Sind die Grenzen der zwei 
Summationen von einander unabhängig, so lässt sich die Summationsfolge 
ohne Weiteres umkehren, d. h. es ist: 
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m 


=s k=g 


(66.) z Zfch, = f(k, D). 


I=r k=p 


Ferner möge an den Satz aus der T'heorie der Binomialeoeffieienten 


67.) (red = (HD, 
erinnert werden. 


Durch die Gleichung (63.) wird der Coeffieient d?* auf d(P und 


m m 


d;, zurückgeführt. Man kann in ähnlicher Weise die Grösse d(># durch 


m+ 


dir, dir’, dP®, ... ausdrücken. Es besteht nämlich für p — m die 
Gleichung: 





de = APHP+H1) dr dp, D+.. 
(68) HH PHD, di 
= 3, PH, = Zlp+D), di 


Um dieselbe zu beweisen, ii man die rechts stehende Summe zu- 
nächst in der Art, dass man die analogen (zur =p—m+1, ... p gehörigen) 
Terme 

Hl), +++, 


welche nach (64.) identisch Null sind, hinzufügt; sodann werde, nachdem 
v=p—k gesetzt ist, die Gleichung (62.) angewendet, und in der entstehen- 
den Doppelsumme die Summationsfolge nach (66.) geändert. Auf diese 
Weise ergiebt sich: 


v=p—-m v=p k=» 
z (pHl,de = Zlp+1),de” = I (p+l),.d® 


vi) 


"er. 5 +), k z(- 1)’ (m);(m—i+1) 


=; i- 1)’ (m): = (p+ -1),(m—i+1)%. 


i—() 


Den Binomialeoeffieienten (p+1),_, schreibe man (p-+1),,.. Ferner ist 


(mi _ m(m—1)...(m—i+1) 1 
[mim (m+1) 1.2. ..(m+1). 12... — Tat+llern (m+l) (m— i+l), 
sodass die Gleichung 
=, (p+ 1), dr») — 1 FE 1)' (m+1), x (p +), (m—i+ ypr 
vl [Im+1]arı Fur 


entsteht. Aber der binomische Satz 


He = PHP DE HD 


RG 


ERER EN 


; BE EERLENEEUNTEE Yang 
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ng 
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ergiebt für M=m-—i+1: 
k=p 


3 (p+1l)4(m—i+1)' = (m—i 2)Pt -1. 


k=0U 
Also ist: 
y=p-m 1 e—=m 


3 (p+1l),de”’ = -——- 13 (-1)'(m- 1), (m—i+2)Pt' 5 ( 1)‘(m-+1), 
yv=ı [m+1].+ı =— 


In der ersten der rechts stehenden Summen würde zu ö=m--1 der Term 


ge- 


(—1)”*' gehören, und dieser wird gerade durch die zweite Summe 
liefert, da 
1—(m +1), + m +1), —+(—-1)"(m +1), = —(- DH 


ist. Hierdurch gelangt man zu der erwähnten Formel: 


v=p—m 1 i—=m-1 
>" m 1 dr — j y' g 1} m -\ 1) (m- { | > p+1._ . d‘' +1), 
Pu p I " [m+ | “ +1 Fer . / ( PX ) u 


Schafft man in (68.) den ersten Summandus der rechten Seite nach 
links, so entsteht, nach Berücksichtigung von (63.) und nachdem p durch 
p-+-1 ersetzt ist, die weitere Formel: 


[m+ Dan? = (PH Da pH + +p+2),-nndi 


69.) Ef 
| 244 B5 (p r 2), +1 u, 


v—U) 


Subtrahirt man ferner die Gleichung (68.) von (69.) und setzt nach (67.) 
(p+l),4 für (p+2),4—-(prHl),, 

so hat man die Gleichung 

(mt Dani = pH), PP +Hp+Hl)dP +. +(p+1),-.,,d” 

| = "3" (pHl), de. 


v—U 


(70.) 


Die Formeln (68.), (69.), (70.) gestatten eine erhebliche Verall- 
gemeinerung, indem ähnliche Ausdrücke, wie sie hier für d@}" gefunden 
wurden, für den Werth d;#‘” gelten, während s eine beliebige positive ganze 
Zahl ist. Die neuen Gleichungen, für welche ein Inductionsbeweis gegeben 
werden wird, unterscheiden sich von den obigen hauptsächlich dadurch, 
dass die Summanden der rechten Seiten je zwei der Grössen d als Factoren 
enthalten. Es soll mit derjenigen Formel begonnen werden, welche für 


s=1 in die Gleichung (70.) übergeht. Dieselbe lautet: 
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N BER | FERERR » —?2 E 

(m+s),d,25° = (p+s), PATH pH) PAD Hpts), dr Pal’ +--- \ 

} n+1 —-m+s—?2) ı /, m) D—m+s— 5 

(71.) +(p +8),-n4-1de Iar7' w (pt Ss) md dir7' ah i 
v=p—ım & 

=" 3" (phone, ; 

an 2 

Man nimmt auch hier p — m an, da für p<m beide Seiten der Gleichung i 
identisch Null sein würden. Für s=1 sind nach (61.) die Coefficienten 4 
di’ gleich Eins. — Man setzt die Gleichung (71.), während m und p 2 
beliebig bleiben, für einen bestimmten Werth s=g als gültig voraus und . 
zeigt, dass dieselbe dann auch für s= g+1 in Kraft ist. Hierdurch ist der 4 
allgemeine Beweis der Gleichung erbracht, da sie für s= 1 gleichlautend 4 
mit (70.) wird. 5 
Wenn in (70.) die Zahlen m und p durch m+gq und p+g ersetzt 4 
werden, so ergiebt sich: # 
k=p—m e 

| | +4 1 er — | | y—k+ı A 
mr = E (pr. 4 

k=0 3 i 

Nachdem diese Gleichung mit Pas (m--g), multiplieirt ist, wendet man die EB 


Gleichung (71.), welehe für s=g und für beliebige Werthe von m und p 
(also auch für den Fall, dass p—k an Stelle von p steht) vorausgesetzt 
wird, auf die Grössen d/?7*” an, wodurch 





v=p—k—n 
fi; Ei (p—k+0) S 4 (p—k—v) (: +r—1) 
\m u di, q — 5 (p h FO)o+» d,, d.°; 

Vo 
oder, wenn v=I!—k, k-+v =! gesetzt wird, 

I=p—m 
( (pk+g9) _ y | 1) Jeati—k—1 
\m + q), A, q I = (p + gr Ant d,!\ 


erhalten wird. Die obige Gleichung lautet dann: 
m-+g+]1 


a a ea lea 30, nen. 
NE en, 


| + Ban’ 3 | (p+g+1 

1 (m RN q), AR .< (m rq +1),H er 
g+ | 
Gl Du y" ' (P-1) gia+i-k-1) 3 
ee Ra EV nee au a 27 Re a \ 


oder nach Formel (69.) 
} 1 m. o; ru Mare 
m T q Tr 1), t TA se q + 1 = di! = (p y qQ + 1).+ ‚(p e k E. N): PR Mh Pig ), 


Nun ist 
En =  (P+g+V)(p+g)...(p—k+g+1) (p—k+g)...(p—I+1) 
Prater TE TEE LT 


| Hk+l)gH—k+2)...(g+I+1 | 
Can 5 VPE nn nn ee anal 1 2 2 DAnBec 22.2 30 
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sodass die Gleichung 


+1 1 .. L ja \ (2— e N (04 m 
(m+g+1),,.d#, Ar ug g+1 - (p+q L).4r1 d zu HI 1), ‚.ıd, e 


entsteht. Aber die Formel (69.) lautet, wenn daselbst m durch g—1 und p 
durch g-+!—1 ersetzt wird, 


k=i1 
zur Hd = (gHl)att?; 
also gelangt man zu der Gleichung 


(mrgatrl), dt = 3 (pr Hl) u de At, 


welche mit (71.) für s= g-+1 identisch ist. 

Dieselbe Methode soll für den Beweis der weiteren Formel 
f a N (p+s) 
(m+s+1),d,#} 

(p+s+1),d Pd’ +H(p+s+1),.dP Pam +fp+s+1),,..d? Pat} 
7» \ de Fr / . N 
(12.) u... -(p Le u N WUUREUER. > Id‘ ‚1 2) _| p+s- Ki, dd H | 
v—p— m 


= 3 (pH+Hs+Hl),,., dir ach”, 


v—ı 





die für s=1 in (69.) übergeht, angewendet werden. Unter der Voraus- 
für s=g bestehe, weist man ihre Gültig- 


\ 


setzung, dass die Gleichung (72 
keit für s=g+1 nach. Die Gleichung (69.) lautet, wenn die Werthe »—+g 


* * u | / 
und m-+-g statt p und m geschrieben, und die Factoren  m+g- 1) 
G-P } 
hinzugefügt werden, 
M-— ( +2 4 +g9+1) 
Tv. (m+g+1),de34D = (m+g+2),,1d2*: 
Ai 2), (m+g+1),d*? 
sun -T Shz,ı! ? Ze R A 
g+1 Fu } 1 k+1\ N /Tmtg 


Die für s=g vorausgesetzte Gleichung (72.) liefert nun die Werthe: 


) km 


Far 
| +) _ a \  1@-k-r) dle4r—) 
m+arHl, dd = 3 (p-krgrl),,d dit?’ 


y—ıU 


I=p—ım | 
= 3 (p-A+gHl),.d N, 
Ik | 
Indem man dieselben substituirt und die Formel (65.) anwendet, findet man 


die Gleichung 


ie Hk 
= 2 z (pt lpkt Hl), de 
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oder, da nach der oben ausgeführten Rechnung 


(Pp+g+ DH (lp Art) = (Pt, HH(lg+l4+ Dir 
und nach (69.) 


k=l 


S(g mn Hi), deH k—1) _ (g+1)d“* 


ist, die folgende 


y it 


I ” ( »+g+1 Re Benni 
(m+g+2), det) = z (p +42), de 9 der 


welche in der That mit der Gleichung (72.) für s= g+1 identisch ist. 


Letztere ist somit allgemein bewiesen. 
Subtrahirt man die Gleichung (71.) von (72.) und setzt nach (67.) 
m+s +, m, = mn Pr Rt Pr 


so erhält man die Formel 


(13.) (m-+s),_,d\ar Ye = E (ptoıdie u a 
I 


in welcher, wie in (71.) und (72.), die positiven ganzen Zahlen m, p, s 
bis auf die Bedingung p — m beliebig sind. Für s=1 geht die Gleichung 


(73.) in (68.) über. 
Mit Hülfe der Formeln (71.) und (72.) kann man gewisse Identitäten 


ableiten, in denen ganze Funetionen von z durch die Producte [z—1], oder 


\z|, dargesteilt werden, und die in den nachstehenden Rechnungen An- 

wendung finden. Aus (71.) entsteht, wenn man r statt p+s und / statt v+s 
8 p 

schreibt, die Gleichung 


i=er—-m 


(m+s),d(), = e3 (dar. 


Man füge auf beiden Seiten den Factor [»—1]|,_, hinzu, summire nach s von 
=] bis s=r—m und wende die Formel (65.) an. Dann ergiebt sich 


s=er—m i=r u / [ 


5 (m+s),dÜ),[2—-1]|,-ı = z (de Eat —1]_, 


ge] 3] 


oder, da nach (60.) 
s—=/ 
ae ES HR 
==] 


bb Zu 


ist. 
ser I=r—-m 
(74) 3 (mts),dN,. a1, = E (Nde»Dz-. 
s—1 j=1 


Man multiplieire diese Gleichung mit z und berücksichtige, dass 
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3[3—1],_, = 2(2—1)...(2—-s+1) = [2] 


ist; ferner addire man links und rechts den Term 4. Hierdurch gelangt 
man, wenn auch links der Buchstabe / für den Summationsindex angewendet 
wird, zu der Formel 


(75.) E (m- Da ,ils), = 2 Mt, 
I—U ı—_ 
d. h. 
dO-Hm+ 1). Hm) H HD.) t+R),.d 8 
= dA’ +(r), dY—„z+(r),dV""z°’+---+(r) detdgmiı(f d) 2’ 


.—_ 


In analoger Weise gebe man der Gleichung (72.), welehe für 


die Form 


(m+s+1),di), = 3 (r+1)di dl’ 


x 


annimmt, den Factor [z—1|, , und summire nach s von s=1 bis s=r—m. 
Nach Anwendung der Formel (65.) erhält man die Gleichung 


v—ın i=r- 


F (m+s-+1),dÜ) [2—1],_, = z (r -1),d‘ za! [2z—1|,_,.. 


welche (wegen (60) in 
(76.) Pe” (m+s+1),dO [3-1 = 5 (r+1),de 3-1 
1 1 
übergeht. Indem man mit z multiplieirt und auf beiden Seiten den Term 
d”’ addirt, ergiebt sich die Formel: 
I—=r —ım l 


(77) 3 (mtl), = EZ (r+l)de? 2. 


Endlich werde die Gleichung (74.) von (76.) subtrahirt, und nach (67. 


(m+s+1),—(m+s), = (m+s),_,, (r+D-(r), =(ı 


/® \ 


substituirt; dann findet man (nach Ersetzung des Buehstabens s durch 7) 
die Formel: 
I=r—m 
(78.) r” (m+D),_,d® m- 2 is —1|_, _- P: (r), de ”’z 
/ 1 
Auch bei den Gleiehuneen (74.) bis (78.) kann man die linken und die 
Oo 
rechten Seiten als Reihen auffassen, welche in Folge der Formel (64.) von 
selbst abbrechen. Die Zahl r ist nach der Voraussetzung grösser als m. 


> 


16° 
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Ausser den Sätzen über die Coeffiecienten d‘” wird in den folgenden 
Paragraphen noch eine einfache Formel aus der Combinationslehre benutzt, 
deren Beweis hier kurz angegeben werden soll. 

Die Summen der Combinationen der m beliebigen Grössen A,, Ay, ... 4, 
zu je 1, 2, ... m mögen respective durch Z,, L,, ... ZL, bezeichnet werden, 


sodass 


L. =. it dot A3+ Rum 2 Ans 
L wird nn I DE Eu 
Sn - a an FE in TE Tr T 2 37 I m—1'm » 


A 
ist. Man nenne ferner #4, %, ... %, die Ausdrücke 


It 


u se hı+ k, = ht k, en Aut k, 


vw 
m | 


während % ein beliebiger Werth ist. Die Summe der Combinationen der 
m Grössen %, Z, ... 2, zu je v heisse K,; also 

KR = u ee er 
Dann besteht für X, die Gleichung 
79) (K, = L,+(m—v-H),kL,_+(m—rv-+2)KL, + 
\ I: 5 AN 1 
| + +(m— 2), L,+(m—1),_,K"L,+(m),k”, 


in welcher (m—rv-+1),, (m—v-+2),, ... Binomialeoveffiecienten bedeuten. 
Der Beweis der Formel (79.) ergiebt sich aus der Betrachtung der 
sanzen Funetion mten Grades einer Variablen 7: 
7 r ‚ I m—1 m—2 m—3 | m 
nA) h)..(nl,) = "LT +L"— nr" ++ +6—1)"L,. 
Wird mittelst der Substitution 7 = $—k die Variable & eingeführt, so ent- 


steht die identische Gleichung 


E-2)(E-2)...(E-,) 


= "Kt 4... +1 K, ++ (DK, 
= ($-h"—L(&-N+LE—-h""— +1)" Dn, 


in weleher man die Potenzen von &—-%k nach dem binomischen Satze ent- 
wiekelt. Indem die Coeffieienten der Potenz &””” auf der linken und der 
rechten Seite verglichen werden, gelangt man unmittelbar zur Formel (79.). 
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$ 9. 


dry 


Es soll die Differentialgleichung »ter Ordnung 
" u de, 
ee (2) —-+2""0,_.(8) 
Q,-ı 7 de! ( 2 


n—1 \ 
2 J r « + ... 
{ u der 7 08 | 
(80.) : | 4 
say, say 
.—t Rn r — | ) (x : 
20,2), + 9 
betrachtet werden, in welcher Q,(@), ... Q,(z) die linearen Functionen von & 
0,(®) = z-l, 0, ı(®) . 1A, de: x -[R, a 
0,_.(2) = [At de? A+dezP]e—[R4d0Z® R,+de?), 
0,.,(&) = [At A440? A,+d0 Pe —[R+ dt R+dU > R,+d 


Yuy 








UT 


n 1) 


std A, 4 +? A,+d-9]e 
IR. .+d’ R.; td R,_+, td” R,+d?], 
0.) = [A,.tdW At dP At +? A+ ade -P]z—R, 
und Qu, Ay, «+. A,_., Rı, ... R,-ı Constante bedeuten. Die Grössen d‘ 
sind die in (62.) angegebenen positiven ganzen Zahlen. An Stelle von 
A), As, ... A,_n, Rı, ... R,_ı und von Q,, wofür der Symmetrie halber 
A, geschrieben werde, führt man 2»—1 andere Üonstanten &,, ... @,, 


O,(2) = [A,. +49 A 


015 ».+ ©, , ein mittelst der Gleichungen: 


A, = ++; + +0 


n9 


A» = 0,057 01, 03-| + 70,0,7 03,7 '+709,-10,; 


A = O = Gl... 
) \ 

(81.) 
R, nn 0,7 0, i 037 .. 0&n-13 


u 
l 


99+9 94°" +919.-14+99+ +0,30 





R,„-: —= 0,0203:..0,„-1. 
Die Constanten &,, &, ... %s Qıs +». @,_, unterwirft man der Beschränkung, 


i 


dass für beliebige Werthe der Indices « und v keine der Grössen 


®,> 0.70,5 & u Ü,, Y,7 037 en zu ER ee. mu 0 


eine positive oder negative ganze Zahl oder Null sein soll. Abgesehen 
hiervon sind A,, ... A,, R,, ... R,_, willkürlich, also Q,_,(@), ... O,() 
beliebige lineare Functionen von x. Man kann, da d’=1 ist, die Defi- 
nition von Q,(z), ... Q,(x) in die Gleichung 
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(82.) O,(@) = 2 Edi A, ,— ZU DR,,, 


zusammenfassen, wenn unter A, und R, der Werth 1 verstanden wird. Für 


v= 1 ist in (82.) der nieht mit = multiplieirte Term durch —R,_, zu 
ersetzen. 

Man kann die Beziehungen zwischen den in (82.) angegebenen 
Coeffieienten von Q,(z) und den Constanten A,, R,, ..., resp. &, 01, -- 
noch in anderer Weise ausdrücken. Aus der Gleichung (60.) entsteht, 
wenn man sie mit z multiplieirt, die Formel 


= AB +++ ls], + +4 le], 
oder, wenn man p—1 statt p schreibt, die folgende: 
= ds ta Pa) + + Pa], + +”), 
Also ist: 
E% ua 
A,3"+ A,3" "+4,38" ++ A, ,3= 3 A,,3’ = 
p=l 
. N ’ pen 
[3] Zar A, + dr DA, + +[e]), ZaEDA, + +[B)din? A, 
p Yy - p=v 


Definirt man nun, indem man A,=1 setzt und den Summandus A, hin- 
zufügt, »+1 Uonstanten a, A, ... a, durch die identische Gleichung 
3"+ A,2”"+4,2""+--+4A,,3+A, = 
a,[2),+a,,[l2,-1+-+a,[2], + +a[z]ı +0, 
so ist a, für» =1, 2,... rn gleich dem Ausdruck 
ya 


ll, — Bo: dr» A 


p=v 


n—p» 


und a, gleich A,. Ebenso sind, wenn man für ein beliebiges z die Gleichung 
gi, HR, z” -.L R,32”"”+--+R, _3+R,_, u 


r„[2).-ı+t.-1[3).-2+ Sutizhs + t,[2,, ++; [2] +r, 
aufstellt, die Constanten t,, t,_ı, --. %, durch die Formel 


pn—l i—_n CR 
t, PR Ss u ER er 9 KIR,- 
p=v—l (e=y 
bestimmt, während r, den Werth R,_, hat. Hieraus ergiebt sich (efr. (82.)), 
dass firrv=1,2,...n 


Q,(2) = (,2—t, 
und a,= Q,= A, ist. Führt man mit Hülfe der Relationen (81.) die Con- 


er 





RER REN a Ba hl a a a ei EEE ONE ISURTU NE 
ae Mt . TER a & Y ae ® \ 


ds 


ee a 


N : | 
RL LEE Ah ER A FE a 


bi ne BRD 
ERTL ER Ara 


EEE EN 


BR Bu RORE 
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stanten &,, @,, ... an Stelle von A,, R,, ... in die obigen Ausdrücke ein, 
so entstehen die Gleichungen 


(+) @+0)...(+0,) =a,l3l +0,-ı| | 
\(z Fe.)(3+0)...(#+0,-1) = [2 + [2 + +relalı+ tr, 


welche wiederum für einen beliebigen Werth von z gelten. 
Auf die Gleichung (80.) wird ein Induetionsverfahren angewendet. 
Substituirt man für y das einfache bestimmte Integral 


85) ya [t-J rer Ta, 
? 
in welchem T eine Function von f allein, g constant, und k entweder con- 
stant oder gleich x ist, so ergiebt sich für T eine lineare Differentialglei- 
ehung (»—1)ter Ordnung, welche wieder die Form der Gieichung (80.) hat. 


Es seien 2r—3 ÜConstanten 


a A A A ie 


n 


‘ 


mit 22—3 anderen Uonstanten &, ».. &,_1. Os +++ @,_, durch die Glei- 
chungen 
A, = a He, 01; Ho, 13 


1 


4’ I ! ! 
, A A 


( 


(84.) 


1 ; ' 4 ! 
R o = e+&+@+--+0,_., 

! ! ! ! ' | ! ' ‚ ‚ ’ 
R, = 9194094 "+019%-2170203+"""+0,_300-2; 


/ 


7’ ! ! ! 
R, , = 010303...0,—2 





verbunden. Ferner definire man P,_,d, P,»M, ... P,(Ü) als die linearen 
Funetionen von £, welche aus den Grössen Q, erhalten werden, wenn man 
n, x, A, R,, ... durch 2—1, t, A,, R,, ... ersetzt; also es sei 
P-&d=t-1, P,..(&d = [A+drZP]e—[R+dr2?], 


P.-3(i) = [A:+ > A + de P1E—[R+dr PR, | de], 


PO = [At At HPA + >] 
—[R,_ +4) R, + +9 Rı+dl >), 
Pd = [4,449 A_,+- +40 A + ?]1t—R}_., 
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ferner P,= A,_,. Dann genügt T der Differentialgleichung 








Ir — ıT d"r=T d">T 
p P__ (Ü- ( 4 u (Ü) - + u (8) - — te 
L dir 1 dm dr 3 
(85.) Pr im = 0), 
oo. oben N “ — I 4 
falls den Constanten «|, ... 0, e- ... 0,» die Werthe 
v=%—0o,tl, B=o—o.t+tl -.. u, =a 0, +1, 
(86.) | ' 1-1 , rt 1 17 9.-ı 


! ! f 
lo! un 0—0,-Vt+1, 0, u de aaa Sr 0.—2 u 0,_.—0,_t+1 
gegeben werden. — Schreibt man die oben definirten Functionen P,_,(Ü. 
P,.(Ü), ..: Pı() kurz 


P,(t) > 6-7, H=1,2,...n—1), 
so ist 
i=n—1 i—n—1 
(87.) P, = P2 d“ Be. ii Y un P3 d\ IR._ — für > % Yyı un nn 
(ty ey 


wobei A,= Ru = 1 zu nehmen ist. Die Constanten P,, y, genügen den 
Identitäten 


"+ A282” "+ +4,35 +A,_ = (3+0)(2+0)...(3+0,_,) 
= Puls } + Pa-2l3-2t + Pilzlıt Po, 

#"+R2" "+ +R,,33+R,_. = (240)(3+0)...(3+0,..) 
u. RE s++Y2lalt9ı, 


wie aus der im Anschluss an die Gleichung (82.) angestellten Rech- 
nung folgt. 
Um den durch die Substitution (83.) vermittelten Zusammenhang 
der zwei Differentialgleichungen (80.) und (85.) nachzuweisen, giebt man, 
in Analogie zu $2 und $5, der Differentialgleichung für y nicht direct die 
in (80.) bezeichnete Form. Es werde vielmehr zunächst die allgemeinere 
Differentialgleichung 
d” y d’!y 
f.(&) dar +[(& 4 a1) fe) 2 ‚(@)]- a 
Hleta Diddl + 
HD Net Det 
O0 ) n—yv— J N—V d’y 
(88.) HDD + 
++[(a +n—1),-ı IE) (a +n— 2), fl (2)+ 
| n—? J n— dy 
HEN HD 

+[(a+n 1), fl (a +n— 2), fl (a)+ 
+- Deka he)y = 








+ 
1 
n\ 
er “ 
& 
” 
& 


ae PH 29 AN THR 4 
RETTEN 


ERDE EETRRNEN EINE 


EEE NEERERER 


n, # BEN DR ST Pr RER TRY: " Zt En ri ER TIEF TREE TE ie gi 
ALIEN IE ER 


BAT EN ER ZRRRITER 
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betrachtet, in welcher (für k=1, 2, ... ») die Grösse f‚(r) eine ganze 
Function von x des kten oder eines niedrigeren Grades, ferner f(x) die 
vte Ableitung von f,(x) ist, während man durch « eine Constante und durch 
(@-+n—1), ete. Binomialcoefficienten bezeichnet. Ueber die Functionen 
f,&), ... ii (x) und über « wird später derartig verfügt, dass die Differential- 
sleichung (88.) in (80.) übergeht. 

Man setzt in (88.) für y das bestimmte Integral 


S * 
(89) y= / (-D)" Tat, 


in welchem 3 nur von £ abhängt, g constant, h entweder constant oder 
gleich x ist. Im Fall A=x wird die Zahl @&-+»—1 als negativ im reellen 
Theil vorausgesetzt. Dann ist 


Y = [a] [ d-a)Tat, 


da’ ’ 


wo [e]} nach (37.) für «(@+1)...(@-+-v—1) steht. Die Differentialgleichung 


v 


(88.) verwandelt sich hierdurch in die Gleichung 


I—x (i— x)’ 
5 fi J/ 
kn ı fi (€) 1 fi (€) | f: (2) 1.2 

n—k C m\—0—k Fr , 
3 (-1) [a] / I(t—-x) MET AR dt = V, 
_. q sa ge r) ( %) N fk’ («) T) 

h \* [k— 1], k (8) [k]; 

aus welcher man nach Anwendung des Taylorschen Satzes und nach Division 
durch « die folgende erhält: 


[a-+1]}_, [a-a)f,OTat -[@+1]#, (A a) tr  (ORd+--- 








(90.) + He Hl] (AD dTa 


+ -)OTdt = 0. 


/ 





Man transformirt nun die einzelnen Summanden dieser Gleiehung, mit Aus- 
nahme des letzten, durch theilweise Integration. Es ist: 


[e+1]i,/ (-a) re HTat = 


— (a+k— = 2 \- 1 I rt T) 
[+1], [-[0- ION ar DD a, 


Indem man k—1 Mai theilweis integrirt, gelangt man zu der Gleichung: 


Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 17 
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(1) 


(1 [o-+1]H, a d-a) tr dId = 





[+ Ef: (OI+a+ 1, s(t- x) af: 105) 














(un Zuutie d? NT dk—? 
HH EI + OD 
HD a2 TOD u 


Bezeichnet man also durch M den Ausdruck 


(91.) 


so entsteht aus (90.) die Gleichung 


M= ZN lat, (eat 


r z SH GE 


kn 2 
+ ZH lH]2, RE 


+ ZH HIL ER 


Art OD 





dr? N) 


(M]).-.—[M}-, 


HH _ DT, 
der-' dr— 








+ d-)—- dt = 0. 





+ (1) eiL.0D + (— TALOT 





Die bisher beliebige Funetion T werde jetzt als ein particuläres Integral 
der linearen Differentialgleichung (a—1)ter Ordnung 


(92.) 


OD DR) 
dir-! der? 





+ (— 171 a RA — () 








definirt. Ferner suche man, wenn für T ein der Gleichung (92.) genügen- 
der Ausdruck gefunden ist, die Grössen g und h so zu wählen, dass 


IM). —[M]-, =) 


ist. Dann stellt das Integral (89.) eine Lösung der Differentialgleichung 


(88.) dar. 


=h 
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Man schreibe in (88.) «, statt «, und führe an Stelle von T eine 
andere Function T ein mittelst der Gleichung 


a En = 
in der o,_, eine Constante bedeutet. Hierdurch geht der Ausdruck (89.) 
in (83.) über, und es entsteht für T die Differentialgleichung: 


(rn 4 «MT a ü 
—t + ı(t) & 4 (—1)" 1 n in y/ (O1 on (. 


v=n—l d’ 


9) "2 (yo 


Letztere kann nun, wie gezeigt werden soll, nach Division mit der Potenz 


0 FREE 1 y . . a . 
1" durch passende Wahl der ganzen Funetionen f,, ... f, mit der 
Gleichung (85.) identisch gemacht werden. 

In (94.) wird, wenn man zur Abkürzung & statt @«,—o,_, schreibt, der 


; d'T u 
Factor von —,,, durch die Summe 


dr (1ef,(0) en ER ie 
(n—1), N dei! er a n— 2), — de-i-? en ++ +(i +1), 2 + t fi +1 (E) 


angegeben, welche gleichzeitig für ©=0 in den Factor von T übergeht. 
Man setzt diese Summe, um die Gleichung (94.) in die Gleichung (85.) 
überzuführen, für ö=n—1l, n—2, ... 2, 1 gleich dem Produet 


frn-ıt' p (Ü) ee P gen _y r- ri 
i 2) un N “ 


ı 


wo P, und y,; die Constanten (87.) bezeichnen. Man nimmt ferner, indem 
man /, und y, als die Werthe 


Pu u En "A Yo = 0) 


definirt, den Coefficienten von T in (94.) gleich A,” ”""", sodass die 
soeben erwähnte Bestimmung auch im Fall ©=0 gilt. Hierdurch entsteht 
das System der » Gleichungen 


ei. = Bat nat, 
Krk) _% a gern- 40-2 
(a—1),-. ig: di Zn 18) Bu Pu-.t 7, - ,E , 


Bi, Arfalt)) N, d(tf„-ı(t)) 


RX De et, 


dessen Auflösung die Werthe 
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fd = Baal-yaı) = PTA-D), 
ft) bon (a—1)(e » a) Pa! ""— I(n—1)(e+n—-1)y,.1-Y-.l ”» 
fd = a-Dıle+RbBn— a 2ıle+R At Bott” 
— (rn —1),[e+n—1)y,_— (n- 2), [e+n—2]y,.+4-)0,  ete., 
allgemein 


h) = Bif-C, 


liefert, wo für k=n, n—1,.... 2 


IN 


B, = ZCYTGe-Diile +Hilaß-ı, 


i—n 


= z(-1) "Gl, ole+i—1]49-ı 
(95.) und 
B, = F(-NLcH]ßo, 


i—_n 


C, = 3(-1)""[e +i—1]_1Y%:-ı 





gesetzt ist. Zum Beweise dieser Gleichungen nimmt man an, dass die 
Funetionen f,, fa, - +: firı die soeben angegebenen Werthe haben, und 
leitet für f; den entsprechenden Ausdruck ab. Da f; durch die Gleichung 


d”—*(t°f,(D) ’ dar—+-1(ef,_ı(t)) | 
Fe ae | ie: 2 aaa ar 


\—t—1 d(t k+1 n—k 48 
ET 


m 
E+k—1 
‚6 


= A f DE Yk- 





oder 
I a IE ie da—t(ef,(Ü)) 
Od = DB ED 


bestimmt wird, so erhält man, wenn der Voraussetzung gemäss rechts 
f, 8 = B.t"— Ct" substituirt wird, die Gleichung 
iO = DB DH BEE”, 


in welcher B’, C' die Öonstanten 


B= . Fa (u) ıle+u]l,B,; 
= 5 (1 (u—1),_,[e+u—1],-:C, 
u—k+1 


bedeuten. Wird in der Doppelsumme, die für B’ durch Substitution der 


pe ER RE EN 


DRS Gh tee 
WE UND RE BEE U 
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Werthe (95.) entsteht, die Summationsfolge nach (65.) geändert, so hat man: 


B= 2 (-ß,, Pie TED. —Diletil-Let el 


i—=k+1 


Aber da 
[++ ul = (e+9Hi-D.. (et nt Dletm)..(e+h+D = [til 


— 1) —2)...u(lu—1)...h 
G-Du De 
== eh h a me -1) A = (i—1),_,(- k), 


ist, so gelangt man zu der Gleichung 


4 L 


B = E" -D"G-DoaltHlaßoı 2 -DG-M, 
i—k+1 u=k } 
oder wegen der Formel 
ui 
PP: (1 (G Z. k).— _— (G— k),- G—k): T i k); +(i h, . = l 
a—k+1 


zu der folgenden: 
B' — =(- 1) "G— L),. )ı[E ! ip; 
t 


Ebenso ergiebt sich 


= 2 (-Ni-Doalti-1are 


i—k+1 


da B’ in C’ übergeht, wenn e, ß,, ... 9, durch e—1, 7,, ... y,„ ersetzt 
werden. Der Vergleich mit den in (95.) angeführten Summen, bei denen 
zu i=k die Terme (-1)""ß,_,, -1)”""y,_ı gehören, zeigt, dass in der 
That für f;(d der Werth B,#—C,t” gefunden wird. Mithin ist dieses 
Resultat, welches für k=n direct abgeleitet wurde, durch Induction auch 
für k=n—1, n—2,... 2, 1 bewiesen. Bei C, wird, da „„=0 ist, als 
untere Summengrenze die Zahl ö=2 (nicht ©=1) genommen. Für B, hat 
man gemäss obiger Rechnung den Ausdruck: 
B, = (-1y-A+ 3 z(- 1 fe+4]_,ß = z( 1)" fe +4] ,ß,jM- 

Die Constanten ?, und y, hängen, nach (87.) und (84.), von den 
Grössen a, »-.» &_1 O1 »:- 0,» ab. Statt letzterer sollen mittelst der 
Gleichungen (86.) die Werthe @&,, ... &,_1, 01, +. @,.. eingeführt werden. 
Um die hierauf bezüglichen Rechnungen zu vereinfachen, definirt man 2»—3 


zZ 


andere Constanten @;, ... &,_1, @ıx +. @,, durch die Gleichungen: 


n 
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a, = 4, +1, = 0, +1, est, % u 0, +1, ... 0. 2a @n_2+1 
und nennt in Analogie zu (84.): 


4 = ++: +, A, = a, +0, te, ur en 01 0... 
" rn IP ' 
=9 +++, Ri=ge rei Gt, 0.0. Rn=0 9... 
Au . + =1. 
Die Werthe (87.) von ß,, y, werden — dadurch transformirt, 
dass man die Constanten A,, ... A). Ri, ... ‚ durch A\, ... A). 


R\,... R,_, ausdrückt. Die Formel (79.) ner wenn daselbst k=1 
gesetzt wird, die FINE NEE 


;; oe = Mi, —i—- ‚+i+ 1A n—i—? +(i+ 2), A,.,-3+:+(n— 2), Aı +(n—1),-; —1} 


R\,_ il = R,- i—1 | HR, n—i—? ‚+(G+1)R,_;; ++ +(R—3),--3Rı +(n—2),-.;-ı 


oder, da A, =R, =1 gesetzt wurde, 


A—=n—1 5. 1 


OR ae < (4); I—i  AUER ER u z (hm l);_;R ah, -i—1r 


Nach Substitution dieser Werthe erhält man aus (87), wenn die Summations- 
folge nach (65.) geändert wird, die Gleichungen: 


i=n—1 )=n—1 i—) i, 
,= ZA ZW, = RL ZA-DideD. 
Aber zufolge der Formel (68.) ist 
EP AR, EAN, de = dt), 
sodass für /P,, 7, die Ausdrücke 
)=n—1 )—=n—1 
(96.) P,= = d” A, 1-1 47 = a” R,-ı- 1 


gefunden werden. Dieselben entstehen aus den Summen (87.), wenn man 
die Constanten A;, R; durch A;, R‘' ersetzt und den unteren und den oberen 
Index der Üoefficienten d um 1 vergrössert. — Die Werthe (96.) gelten 
auch für 2, und y. Denn aus (79.) folgt 


Pi wach? ‚=4, —+4A,_ ++ +A, + AN, 
Yı a R, =. +R,. st“ -+R, + R\, 


und diese Summen stimmen, da d/”=1 ist, mit den entsprechenden Aus- 
drücken (96.) überein. Unter y, wurde der Werth 0 verstanden. 
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Es möge nunmehr 


2 " 


" 
0, — 0, —0,„.-1 0, Bu 00,1 8 Ö, ;—— 0%. 0.-13 
2 2 " 
dı = Pı 9-3 9 = MR n-ı +++ On. > oT 9-1 
gesetzt werden,. wodurch den Gleichungen (86.) genügt ist. Man nennt 


Ar U, Rı, --- N,_, die den Grössen (84.) analogen Combinationen 
Br re 
Y,=9+-+0o,, =; +04 +0, 0, +. A, > 02: 


R,=0,+°"+ 0, R = 0,9%-+0,0; P++ O.-3 0. 23 a Rt, » = 01 02...0, 23 


und W=NR,=1. Dann ergeben sich aus der Formel (79.), in welcher 
k=0,. 9 = n—i genommen wird, die Gleichungen 


U, = Au, + Dı@n-ı Aut + Dei An 

+ +(n—2),-:-1021 Aı +(R—1),,0521A, , 
R.-; = R + Do Rat Me Ritt 

+ +(8—3),--1027 Rı +(n—2),_, 04-1 Ru. 
Die in (81.) definirten Constanten A,, ... A,, R,,.... R,_, sind mit W,,... WU,_,. 
Rı, :.. NR, durch die Relationen 
(A, = YW,+a,W,_, ür 3=1,2..n—L A =aU_,. 
IR=-Rto_.Rı, für A=1,2%..0n-2 R.=oNR, 
verbunden, welche unmittelbar aus dem Begriff der Combination folgen. 
Substituirt man in (98.) für R,, R,_, die Werthe (97.) und berücksichtigt 
die Formel (67.), so findet man 

R,, = BR, +OoMR,- +G-+1):o, ‚R,_ + 

+@-2), 1021  Rı + (a1), 407 Rs 


(97.) 





(98.) 


für <> 1, während 
Zi j y zZ . : 2 in 5. N r 
R, 1 En O, ‚R, ro, Ei ee \R, 70, R, 
ist. 


$ 10. 


Nachdem die in (88.) vorkommenden Funetionen f,, ... f, derartig 
bestimmt worden sind, dass die Differentialgleicehung (94.) für die Function 
T gleichlautend mit (85.) wurde, soll nun mit Hülfe der Gleichungen (95.) 
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bis (98.) gezeigt werden, dass nach Berücksichtigung der Relationen (86.) 
die Differentialgleichung (88.) in (80.) übergeht. 
In (88.) ist, wenn f(x) = B,*"—C,2'" und @«=«, substituirt wird, 
. dr u ur m 
der Factor von ne gleich &’ "w,(x), wo durch w,(z) die lineare Func- 


tion D,e—E,, und durch D,, E, die Constanten 





N 
ID, = 3(-1)*(ae,+k—-1),_,[klı_,B,; 
(99.) pi! 
\ E, r = (1) "(e,+k—1), [kl]. i ‚C; 


bezeichnet werden. Der Werth E, macht jedoch hierbei eine Ausnahme; 


u dı 5 
denn der Uoefhieient von = lautet (wenn der zuk=r= 1 gehörige 


Summandus für sich geschrieben wird): 
kn d’-If(x 
AD+ EAN at, 


woraus für E, die Gleichung 


k=n 
E, = -YTCH2 (1), +k—1), ı[lk—1], 46, 


oder da 
(«,+k—1), [kl = (+ kV), 1 (kk—Dek—2)...2.1=[e,+k—1],_, 
ist, die folgende 
ku k=n 
E, = (-1”"C+ BO -1)"*[@,+k—1],_,0, = P> (-1)" "ae, +k—1],_,C, 
erhalten wird. Der Coeffieient von y in (88.), welcher w, genannt werden 
möge, hat den Werth: 
kn 
= = (—1) (ae, +k—1),|KlıB.. 
Damit die Differentialgleichungen (80.) und (88.) mit einander identisch 
werden, muss für v=1, 2,...n 


w,(t) r Q,(), y,= 0, 
sein. Man beweist die Uebereinstimmung von w, mit Q,, indem man die 
Ausdrücke der Constanten D, und E, umformt. Da die Rechnungen für 
die Constanten E, etwas einfacher sind als die auf D, bezüglichen, so soll 
mit diesen begonnen werden. 

Wenn man in den Ausdruck (99.) der Grösse E, die in (95.) an- 
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gegebenen Werthe der Constanten C, einsetzt und nach (65.) die Reihen- 
folge der zwei Summationen vertauscht, so findet man für » > 1: 


in ki | 
E, = 27. 2-1 @+k-D,[k-1,,6-Diulet-1] 
i—=v k=) 
Stat @—1),.[e+i—1];,, kann [i—1], ,(e+i—1), , geschrieben werden. 


Ferner ist 
ß—1], [4-1], = € -DÜE—2)...k(k—1)...v = [i—1] 


sodass sich für E, der Werth 


q 


in 


I 
E = 2 li-llya &( 1 (0, +k—1),_,(e+i—1), 


Gy 
ergiebt. Diese Gleichung gilt auch für » =1, falls bei der Summation nach 


renommen wird. Denn 


i die Zahl ö«=2 (statt <= 1) als untere Grenze &« 


durch E, wird die Constante 


—— 
Y / \n 1 a) \r f ] . 
E, = DI ED [Hz 
kn " Tr 2 n ° 
+ S(-1” "le, +k—1]ı, 3-1) "G-D)ole+i—-1]Y 
I i—I 
in 7 i—n I 
— at 2 N . nd Wi; N kr ® \ 
= EN leHi-1]y4+ Z-Dar ZH Hark Di slcHi-D), 
62:3 q 2 N 2 


bezeichnet, und da die rechts stehende einfache Summe (nach ö) gerade die- 
jenigen Terme enthält, welche in der Doppelsumme dem Werthe k=1 ent- 
sprechen, so ist E, gleich der Doppelsumme: 


en i 
E, = [ir SCH), 
(==2 k—1 


In dem Ausdrucke von E, werde 


ui (,+k—1)(@,+k—2)...(a,+v) / 
(,+k-1),, =. — 12...) RE: 


gesetzt, woraus 


ıI—n kzı 


E, = ST 1oyo ZleHi-Dane—r),-, 
by y 


folgt. Aber die bekannte Formel 


„— 


| audi 0 Wi; ae N _ w/.\ . 
PH), = PAIN Dt td SE (p),.(g): 
—U 
liefert für p = e+i—1l, g= —o,—v, r =i—rv die Beziehung 
Ba... ir 
E(H-Du-an.,="E (+H-D, Car) 
muy gps 
= (e+Hi—1—-a,—v),_, = (1) (a,—28),_,; 
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und da durch e die Differenz «,—o,_, bezeichnet wurde, so entsteht für 
v1 die Gleichung 
E,= E[i-1]_, (O,_1)-»Yi-ı = Zi-D,[el-,7r- 


11V 


während 


in 


E,= = [9.-1l-17- 


ist. Nach Einführung der Werthe (96.) für die Grössen y,_, erhält man, 
falls » >1 ist, für E, den Ausdruck 


E,= = Z(i— 1),-,l0,- iM; = SR. )—1 


oder, wenn A = u—1 gesetzt und die Formel (65.) beachtet wird, den 
folgenden: 


E,= ER, 3 (1), ,dez>fe,_.),.. 
u=v 


i=y 


Für E, ergiebt sich die Doppelsumme 


E, = Binz 55 RU u 3 de>fo, lo, 


u? i=2 
die durch Einführung der Summationsindices w = u—2, ! =i—2 in 
u’=n—2 


E, . E R,_, —? E die > [e,-1J ’+1 


uU) 


übergeht. Nun lautet die Formel (77.) für m=v—2, r=u-—2, 3=9,_: 
y l=u—v 


HN) = 3, (Datz nei, 


U) 
oder, wenn links !=i—rv, rechts a gesetzt wird, 
z G—1),_,dE7”[e,_l-, |. 2 (u—1),.,d62 0r_ 13 
sodass man für vr >1 nach RO Aiibiehie der Formel (65.) zu der 
Gleichung 
i—n un 
A u) i—2) a " 
E, . > dy’ Ss (u—1),-,071 n—u 
ı—V ut 


selangt. Indem man endlich die am Schluss des $ 9 angegebene Relation 


Z (u—1),.erR, = R 


u=i 


berücksichtigt, gewinnt man für E, den Werth: 


in 
Br «2 x ‚7li—2 
E, = EdÜ PR 


1—=y 


n—i*® 
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Der Vergleich mit (82.) zeigt, dass, wenn » > 1 ist, der von x freie Sum- 
mandus der Function w,(z) mit dem der Funetion Q,(x) übereinstimmt. 
Dies gilt auch für v=1. Denn wegen der Gleichung 


[9-1 li: a 0,_1[0, —1| 
kann die Constante E, auf die Form 


an —: 


E, m (en = RR ur 3 do, ,— 1| 


u—0) 


ı 


gebracht werden, und da nach (60.) 


| u: = 0%. 
ist, so folgt: 
E, =... Bl + Ri 4--+or2Rl+oZ1R) = R, 

In analoger Weise findet man für D,, wenn man in (99.) die Aus- 
drücke (95.) der Constanten B, einführt und die Summationsfolge ändert, die 


Doppelsumme: 


n—2 ı VYn—l 0._ı 


D = ZB Z-NDa+ Dit, G@-Diuletil 
In derselben ist der Factor von ?,_, gleich 1, da für ö=r auch der Index 
k nur den Werth » hat. Man bemerke, dass nach (99.) die Grösse D, 
den Coefficienten B, nur in dem Summandus (—1)"""B,, und der Coeffieient 
B, nach (95.) die Constante /, nur in dem Term (—1)”"" >, enthält, sodass 
P, in D, mit dem Factor 1 vorkommt. Aus diesem Smih gilt die im 
Folgenden in Bezug auf D, angestellte Rechnung auch im Falle v =1. 
Man benutzt für <>r, nachdem (wie oben) 
(,+k—1),-, = (-D or), Ü-Doletloa = E-Nol+H 
genommen ist, die Identitäten 
f—1]),.[Ah, = -D4—2)...kk(k—1)...(v +1) = kli—1] 
k(—a,—rv);_, = (k-r)(—0,—r),_, tr — 0, —r)ı, 
KNIE A tr ar). Br h>: 
\v für k = 


wodurch für v=1, 2,...n 


D, = B.n-(a4) Z.-DE-Doß,Z HIA-a rd 
i k=rv-+1 
k= 
+V ef (— Er. i —1]_,_1P:-ı u (e+ Ü);_. ( > Y)ı- 
erhalten wird. Die vorerwähnte Formel (p+g), = (p),+:-- liefert nun 


18* 
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ERS w Dir C Zn )k- v—1 =(e+ i—q, PER 1);_, = ar: ir ai BE l),_,-ı 
un Ye -ÄD)s- 
(e+ ı); FERN Gum On Y)i-, u (&+i— En I, e; [ir (&, +2) 


Bey 
u (1) (&,_1—-D;-,; 
sodass sich die Gleichung 


D, =P,+ 3 > [ü —1]. sa ‚je 0.(0n- 1 —1),_,_+r[(e,  atee rt (,1—D;,]| ! 
oder, da 


vii—1],-,-ı = k—1];,; (O,_ 1 —l);_, 1 +(0 n—1 —1),_, => ER ER 
FARO IRLIR 


ist, 
RR 


D, = P> GV, sPi-ıt%, = = ),-1la- 11, 1ßi-ı 
ergiebtt. Wenn man hierin für die Grössen /;_, die Summen (96.), 
denen der Index 4 durch «—1 ersetzt werden möge, substituirt und die 
Formel (65.) PR so Ist: 


D, Ber An 2 3 (-1) Ji- Er >fo 0,- u; 


= 


HUN 


0, „2,1 n— u B 3 5 (di 1); „d re, —1];_ v—i*® 


i=v+1 
Aber für r= u—l, m= Bir 2=0,_, folgt aus (75.) und (78.) 


l=u—rv = —y 


e: “Es 1 2% Ii—1 
B: ( +1—-]) de Ile Nn— ık n 5 (u-1l)d] u. 13 


U) — 


I=u—v I=zu-—v 
a) 1 a N ——1) „.!-1 
- (v4 i—1),. ‚a 10, —1 —1|,, el - (u—1),_,di 0 1 
oder, wenn in diesen Gleichungen links !=i—v, rechts /= u-—i, resp. 
!= u—i-+-l genommen wird, 


2 (6-D,,dE Pf, = Zu, ae 


ı 
u 


G-Di, dl = Zul, den 


i 

% 

— 

v+l i—=y-+1 


ı—y + 


Indem man diese Ausdrücke einsetzt und (65.) berücksichtigt, hat man für 
D, die Gleichung: 
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/ —— ’ E. 
D, nn d‘' 1 R: u 1), 0, ı An u 
LyV 11 il 
i—n un | Z 
ba, 2 di Z (a1), era, 
ız=y + 4 i 
oder, da nach (97.) 
u — . r 
2-1, ee 7A. = U, 
um 


ist, 


7} . r } 
D, = ZatDY, te, EZ de >Y,_, 


v . 
ey i—y-+1 


Die zweite Summe geht für <= d-+l in 
ta. 1 
7 P UTU, e’—1 
U’=y 
über, sodass, wenn in der ersten Summe der zu i=n» gehörige Term be- 
sonders geschrieben wird, die Gleichung 
ı—n—1 j 
D, = KT’ U+ 3 KT, 
ı—V 
entsteht. Da nun nach (98.) für =1, 2, ... n—1 
A; — A, | e,; 1» 


ferner U, = A, = 1 ist, so erhält man die Gleichung 


i = 


D, = Edda 


n-65) 


welche beweist, dass die linearen Functionen w,(x) und Q,(z) auch gleiche 
Factoren von x haben. Also ist fürv=1, 2,... »: 
v,(z) ==, (0, (2). 
Es bleibt übrig, zu zeigen, dass w,= Q,=A, ist. Durch w, wurde 
die Constante 
u. (1) "(@, Hk—1);[k], b; 


bezeichnet. Dieselbe wird aus dem Ausdruck (99.) der Constante D, für 
v=( erhalten, falls man unter B, den Werth Null versteht. Daher gilt 
der erste Theil der für D, durchgeführten Rechnung auch für v = 0 (unter 
Berücksichtigung des Umstandes, dass die untere Summengrenze hier gleich 
1 ıst), und es ergiebt sich: 


i—n —— I", 
ur u f ’) u a) A a ( 1) ] 
7 22 OL, PB: Io, + 1|, 1/9: E* 0, & A, u P) d, a Io, l 1 ja 
== 


N ul a] 
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Aber nach (60.) und (97.) ist 
3 d“»[e, all. — 0, ZA = Zune U, —1) 


==] 


sodass für w, in der That der Werth 


Y — 0 A,_ı .. A, 
gefunden wird. 
Hiermit ist bewiesen, dass das bestimmte Integral (83.) 


yv= [dt tTa 
eine partieuläre Lösung der Differentialgleichung (80.) ist, sobald die Func- 
tion T die Differentialgleichung (85.), deren Coefficienten durch (87.), (84.), 
(86.) bestimmt sind, befriedigt, und ausserdem die Gleichung 


MM], = 0 


erfüllt ist. Um der letzteren Bedingung zu entsprechen, sollen die Integral- 
grenzen g und h hier derartig gewählt werden, dass die in (91.) angegebene 
\ 


srösse M für £=g und t=h verschwindet. 


$ 11. 


Als Grenzen g, h, welche dieser Anforderung genügen, ergeben sich 
die Werthe x, 0, 1, ©. Der Ausdruck M, in welchem 


e=0,, fd = Bar— Ce" 


zu setzen ist, nimmt, wie aus (91.) unmittelbar folgt, für 2=x den Werth 
0 an, wenn die Zahl @«,+»—1 im reellen Theil negativ ist. Unter letzterer 
Voraussetzung darf man also h=x wählen. Um zu zeigen, dass die Grenzen 
0, 1, © für (83.) anwendbar sind, integrirt man die Differentialgleichung 
(85.) durch Reihen. Zuvor soll indessen eine kurze Transformation durch- 
geführt werden. 

Nennt man x%,(z) und %(z) die Functionen 


—n— 


41(2) BB + Pla +Pel2k+ "+ Prl2 _ zZ P,[2],; 


yv=n—l 
(3) = yıtY2la-1l+73la-1), + +9-1l3—-11 = el ,3—1],-1; 
S 


so ist, wie im 


9 bewiesen wurde, 
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1 


4%) = (e+a)(2+0)...(244,_,) 

... (3— 0, ı+te,+1)(z 

In (3) substituire man die Werthe y, aus (96.) und benutze die Formel 
(65.); dann entsteht die Gleichung: 


\ 


0, 1] %-+1)...(2- 0, 1 0,— j 1). 





)—=n- vi 


' 
a6) = & Ri.‘ 3 dl P’[s—1],_. 


i=1 yv—1l 


Aber da nach (60.) 
z di» [s—1) ı u 


v—=l 
ist, so folgt 
(8) = 3" "+R, 2" +R, 2" +.-- HR,_,3+R'_, 


oder, wenn man die Definition der Constanten R},... R/, in $ 9, sowie 
die Gleichungen (86.) beachtet, 


(2) = (249, )(8+0)..-(24+9)= (9-19) 8 -0,-14 02)-..(3- 9,140.) 
Führt man in die Differentialgleichung (85.) nach einander zwei Reihen 
von der Form 
T = at’+et?r'+e,tPt’..., 
T = at’+at"+EtT"” +. 


ein, so werden p und g durch die Gleichungen 


p nt+y.lp-1h+7lp—-1k+ a 7 n- ılp—1h-2f — PR: p = (), 
P+PAlah+PAlgk++A-ilgdl-ı = lg) = 0 


bestimmt, welche, zufolge der erwähnten Transformation von 7, und 7;. 
die Werthe 

p=V\, m tn rt + een 

au 9. - u —1, = Q,,-a—l ... =p 410,4 —1 


0 
in 


liefern. Für die Funetion T, =” ""T, ergeben sich hiernach Reihen- 


entwickelungen von der Form 


in 7 7 f ? 
EJ = { [Cu ct Ct T u... 


Ü - a: —1 I 4 


T = t* "late +ot”+---, 


t 
wo i=1l, 2, ... n—l zu nehmen ist. Setzt man statt T zunächst eine 


1 
' des 


kteihe der ersteren Art in (91.) ein, so erhält man eine Entwiekelung 


Ausdrucks M nach steigenden Potenzen von £, in welcher 2" die nie- 
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drigste Potenz ist; folglich verschwindet M für t= 0, wenn der betreffende 
Anfangsexponent o,—o,+1 im reellen Theil positiv ist. Wird ferner für T 
eine der an zweiter Stelle genannten Reihen substituirt, so findet man £” 
als Anfangspotenz der entsprechenden Entwickelung von M nach fallenden 
Potenzen von £, sodass M für =» den Werth Null annimmt, falls der 
reelle Bestandtheil von «, positiv ist. Man setze voraus, dass die Un- 
gleichheiten 


a >V, m; >09... , >, a, <I-s, 9, <e+l... 8, <e-l, 


welche im Fall ecomplexer Werthe auf die reellen Bestandtheile zu beziehen 
sind, gleichzeitig erfüllt seien. Dann übertragen sich die letzteren Schluss- 
folgerungen auf das allgemeine Integral der Differentialgleichung (85.) (für 
die Umgebung von t=0 und für das Gebiet der grossen Werthe von Ef). 
Man darf also unter der genannten Voraussetzung, während T eine belie- 
bige partieuläre Lösung von (85.) ist, in dem bestimmten Integral (83.) die 
Grenzen g und h gleich irgend zwei der drei Werthe z, 0, © wählen. 
Wird endlieh die Gleichung (85.) durch eine Reihe von der Form 


T = (t-1/|k+k(lt-V)+kRd-1)-+--| 


integrirt, so ist nur eins der hierdurch entstehenden partieulären Integrale 
mehrdeutig bei {= 1; in demselben sind die Coefficienten bis auf einen ge- 
meinsamen Faetor vollständig bestimmt, und der Anfangsexponent hat den 
Werth: 

r = 0+9%+-+0,- (++ --+0,_,)—1. 
Andererseits bleiben bei Einführung der Reihe 

T = k+hlt-D+k,(tt—-1)+--- 

die »—2 ersten Coefficienten %&,, 4, ... 4, , willkürlich. Man setze in 
(91.) für T zunächst das genannte mehrdeutige Integral. Dann nimmt die 
Grösse M, wie man durch Aufsuchen der niedrigsten vorkommenden Potenz 
von f—1 erkennt, für £=1 den Werth Null an, falls der reelle Theil der 
Uonstante 

01797" — (++ +0,_,)—n+3 
positiv ist. Also darf man unter der Voraussetzung, dass die Constanten 
dieser Ungleichheit genügen, g oder A in (83.) gleich 1 nehmen, wenn da- 
selbst für T das bei dem Punkte {= 1 mehrdeutige Hauptintegral der Difte- 
rentialgleichung (85.) substituirt wird. 
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Dagegen ist, falls T gleich einer Reihe von der Form 
k,+ k, (t— -1) -R,(t—1) 


gesetzt wird, der Ausdruck M für £=1 im Allgemeinen nicht gleich Null, 
sonlern gleich einer Summe 


TR ) "+. +2,.,(2—1) 


in welcher %, ... , Constante bedeuten. Also genügt das Integral (83.), 


wenn die Grenze g R 1, die Grenze Ah gleich einem der Werthe x, 0, 

genommen, und für T eine solche, bei {= 1 eindeutige partieuläre Lösung 
von (85.) substituirt wird, nicht der betrachteten Differentialgleichung (80.), 
sondern (wie aus $ 9 folgt) einer nicht homogenen Differentialgleichung, 
die aus (80.) erhalten wird, wenn rechts ein Ausdruck 


zZ 


ass —i ! / 
ee rn 


(in welchem #,, ... #%,_, eonstant sind) an Stelle der Null tritt. 


$ 12. 
Mit Hülfe der vorstehenden Rechnungen findet man (n—1)-fache 
bestimmte Integrale als partieuläre Lösungen der Differentialgleiehung (S0.). 
Für a=3 genügen der letzteren nach (16.) die Doppelintegrale 


= [ w (2) rl Tel — 1) do, 


4 


Ja 


für a=4 nach 47), CR, die dreifachen Integrale 


y- F de / "de / "db dı, ©, 9;, z)dr,, 

9 m Ze 

in denen P(v,,%,%;, x) die Funetion 
(— 2) "url 2;)T* en — 0)” u Ed "nah (v, 1)? — (0.39 —1 


bedeutet, während für g;, A, theils die eonstanten Werthe 0, 1. ®. theils 
die variablen x, e,, resp. ©, zu setzen sind. Man nenne für ein beliebiges »: 


100.) | D(v,, ©), ER O1 2) 
( ji 0 On On— Bil due nie . er \0. —aı —1 ar —o 
| = (0,_1—E) ” (o,—-1)*° Rem 1 9-1 %) a aut 


Dann wird die Differentialgleichung (80.) durch Integrale von der Form 


(101) y= ("anf "anf Bla 9... Bun, Ddon, 


In—1 In—2 9 
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in denen die Integration nach ®, zuerst, die nach e,_, zuletzt auszuführen 
ist, befriedigt. 

Zu diesem Resultat gelangt man durch Inductionsschluss. Nimmt 
man an, die Behauptung sei richtig für die Differentialgleichung (»—1)ter 
Ordnung (85.), die analog zu (80.) unter Anwendung der Constanten 
%s ©, +». gebildet ist, so darf man für T, bei passender Wahl der Grenzen, 
das nach ®,, ®, ... ©,_, genommene (»—2)-fache bestimmte Integral der 
Funetion 


' ' ' ’ ' k=n—?2 ı ’ ’ ' 
— &n-1 Rn-1ı7"On-/,, 91—aı—1 —r—1 u —g-ı 
(v, Yun f) v„-2 (©, —1) a (v,_ı vr e,) ®,-1 


w 


Il 
Li 


setzen. Aber da nach (86.) 
! ! K.a2 ! ! ! 
0,0, = Oı 0%, «+. 27-2 = 09n-2 78,2 770-1 > 9,1 —- 1-1, 
! ! 4 ! 
0,0] _ 0,—0,, Br 0.-17 09-2 un „0-2 


ist, so geht das für die Gleichung (80.) ermittelte particuläre Integral (83.) 


y= / EP le Tdt, 
g 
wenn v»,_, Statt Z geschrieben wird, in der That in ein (a—1)-faches be- 
stimmtes Integral über, in welchem die zu integrirende Function gleich 
Do, 0, vos Ban 2) Mh 

Die Werthe, welche man für die Grenzen g,, hı, ... 9-1, A,-ı des 
Integrals (101.) setzen darf, ergeben sich aus $ 11. Als Grenzen g,, h, 
für die Integration nach der Variablen v, nimmt man, wenn k=n—1 ist, 
zwei der vier Grössen 

0, 1, x, T, 
und wenn k <n—1 ist, zwei der Grössen 

0, 1, 9 
da der Grenze z, welche nach $ 11 für die Integration nach # zulässig ist, 
gemäss obigem Inductionsverfahren die Grenze v;,, bei der Integration 
nach o, entspricht. 

Die Anwendung der Grenze 1 führt nach $ 11 zu gewissen Be- 
schränkungen in Bezug auf die Wahl der übrigen Grenzen. Ist in (101.) 
irgend eine Grenze g, (oder h,) gleich 1, so muss für jedes ©, welches 
kleiner als % ist, 

=l, h=v 


gesetzt werden. Denn die im $ 11 für das Integral (83.) abgeleitete Be- 
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dingung, dass die Grenze 1 nur benutzt werden darf, wenn für T die bei 
{= 1 mehrdeutige Hauptlösung von (85.) substituirt wird, ist auf die Difte- 
rentialgleichungen niedrigerer Ordnung zu übertragen, welche für die Lösung 
der Gleichung (80.) suecessiv in Betracht kommen. Aus dem bestimmten 
Integral von der oben erwähnten Form wird aber die in der Umgebung 
des Punktes 1 mehrdeutige Hauptlösung der betreffenden Differentialgleiehung 
stets dadurch erhalten, dass man, wie in (22.) und (54.), alle unteren Integral- 
grenzen gleich i, alle oberen gleich den zulässigen variablen Werthen 
nimmt. Um letzteres zu beweisen, transformirt man das bezügliche (»—1)- 
fache Integral; diese Rechnung ist ausreichend, da » eine beliebige Zahl 
ist. Werden in den Ausdruck 


(102.) / do,_. / “de, 7 WE ED Bas nen Dan AIR: 
e re 5 1 


statt ©,, ... v,_, neue Variable #,. ... £,_, mittelst der Gleichungen 


n 


o,-1=(u-1)i, %-1=(%-Dit, ... 9,.—-1=(%,., Dt, 


vo‘ —1=(c-Dt,,, 
aus denen 
s,—1= (re -1)ib..t.,n %-1= (2-Dbt;...t, 
o,on—1=(z-Vt,ot_, %—-1= (a1) 


n—? 


folgt, eingeführt, so geht derselbe, abgesehen von einem constanten Factor 
(der gleich einer Potenz von —1 ist), in das Produet aus der Potenz 


( yyerati te 1102 — +» 
"Ba 


\ / 


und dem Integral 


/ 


. 7 
/ Fluke 1 (1—t, er! dt, / t5' t@02= 0, —a,—1/ 1—1,)9=° 1 (dt el), 
\ \ x < 


0 0 


»] 1 1 
+ +...4 I __I——ma m ere — li, _ I 4 7 4 1 
/ f‘ A On— 27% On? ft KL; \en 1 n—1 dt = 
—/[ \ “, 
r 


1 
i 


es o 4 ...+9 _170— +. a —] \ / » 
J Sn—1 1 n—1 Fr dt 
n—1 \ n—1, 


0 


über, wo zur Abkürzung 
x = [14a -Düb...t,_)I1+@-Det;...t,_,]®... 
..[+@—1D)E,_8,_)"" "oHea Dt,” 


gesetzt ist. Das Integral stellt, da die Grösse X für die Umgebung von 
19* 
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x-=]1 und für die in Betracht kommenden Werthe von #,, ... £,_, als eine 
eindeutige und stetige Function von x anzusehen ist, selbst eine bei e=1 
eindeutige und stetige Function von x dar, vorausgesetzt, dass die Con- 
stanten &,, @,. ... derartig sind, dass das Integral überhaupt einen Sinn hat. 
Denn wenn die Variable x in ihrer Ebene eine kleine geschlossene Curve 
um den Punkt x = 1 beschreibt, so behalten die Variablen t,, ... £,_, den 
reellen Integrationsweg zwischen 0 und 1 bei, und gleichzeitig bleibt die zu 
integrirende Funetion ungeändert. Folglich ist das Integral (102.) in dem Ge- 
biete des Punktes x = 1 mehrdeutig wie die vorgenannte Potenz von c—1. — 
\Wendert man auf die Faetoren von X den binomischen Satz an, so erhält 
man eine Entwiekelung des Integrals (102.) nach steigenden Potenzen von 
x—1, in weleher keine anderen transcendenten Constanten, als Exlersche 
Integrale erster Gattung vorkommen. 

Unter der beträchtlichen Anzahl verschiedener partieulärer Integrale 
von (80.), die sich aus (101.) nach der obigen Bestimmung der Grenzen 
g;, h; ergeben, sind die Hauptintegrale für die Gebiete der singulären Punkte 
hervorzuheben. In der Umgebung des Punktes 2 =1 existiren neben dem 
einzigen mehrdeutigen Hauptintegral (102.) unendlich viele daselbst ein- 
deutige Lösungen; denn bei Integration der Differentialgleichung (80.) durch 
eine Reihe von der Form 

y= k+kla—-D)+k(e—1) + 
bleiben die »—1 ersten Coefficienten A, 4, ... 4,-, willkürlich. Ein spe- 
cielles System derartiger Integrale wird in $ 13 einer Umformung unterzogen. 

In der Umgebung des Punktes e= 0 und in dem Gebiet der grossen 
Werthe von x sind dagegen je » bestimmte Hauptintegrale der Gleichung 
(80.) vorhanden. Um diese aus (101.) zu erhalten, hat man die Grenzen 
g;. h; nach derselben Regel zu wählen, die in $$ 1, 4, 7 beobachtet wurde. 
Abgesehen von der soeben behandelten Beschränkung, zu welcher das Auf- 
treten der Grenze 1 Veranlassung giebt. gilt in diesem Fall die Bestimmung, 
dass bei jeder der »—1 Integrationen für die Grenzen g;, h, entweder der 
betrachtete singuläre Punkt und die variable Grenze oder aber die beiden 
übrigen singulären Punkte zu setzen sind. Bei den Hauptintegralen der 
Umgebung von e=0 sind also in (101.) die Grenzen g,_, und A,_, ent- 
weder gleich 0 und x oder gleich 1 und &, ferner für <<{n—1 die Gren- 
zen g, und A, entweder gleich O und e,,, oder gleich 1 und ® zu wählen, 


es sei denn, dass g;, und h, gleich 1 und e,,, gesetzt werden müssen, weil 


j 
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ein g, oder A, mit grösserem Index den Werth 1 hat. Vertauscht man 
in letzterer Bestimmung die zwei Werthe 0 und » mit einander, so erhält 
man die Hauptintegrale im Bezirk der grossen Werthe von x. 

Das Integral 


(103.) [ ae, f* de, "de, Le /"bar,, 


N 


1 1 1 | 
in welchem 2 die Funetion (100.) bezeichnet, ist das einzige eindeutige 
Hauptintegral von (80.) im Gebiet des Punktes 2=0. Von den n—|1 
anderen Hauptlösungen in diesem Gebiet, die wie Potenzen mehrdeutig 


sind, sei zunächst dasjenige genannt, bei welchem alle oberen Grenzen 
variabel sind, 


(104.) Sf” de, f "de, Re ie Ddv.. 


0) ) 0 () 


1 


Die a—2 übrigen, die dadurch erhalten werden, dass man die Grenzen ] 
und oo successiv für die Integrationen nach ®,, ®, ... ©,_, anwendet, lassen 


sich dureh den Ausdruck 


(105.) S, a N | de, f de, f ?Fde ur ; bde, 


0 0 0 1 1 1 
darstellen, in welchem für die Zahl p nach einander die Werthe 2, 3, ... »—| 
zu setzen sind. Für p=2 und p=»-l1 soll der Ausdruck (105.) die 


Integrale 


[ff def "def oe, 


« . « « « 
0 0 0) 0) 1 


vp Ay a I FE zn 
F dv,_, / de,_. / de,_; / de, j*’» ./ Dde, 


0 1 1 1 1 
bezeichnen. 
Die Hauptintegrale, welche zum Gebiet von 2 = x gehören, werden 
durch die zu (103.), (104.), (105.) analogen Ausdrücke 


(106.) / de, Er: do,” nf Dde,, 


0 1 | 1 


(107.) Sa, BR a de, | "de, uf? Ddv,, 


«/ « 


(108.) Se, * a TUR ai "de, de Ni de, | a bdke, 


angegeben. In (108.) nimmt die Zahl p wiederum die Werthe 2,3,...n—| 








% 


Jedes der » Integrale (106.), 1073, (108.) ist 
von x. — Man setzt bei den Integralen, 
voraus, dass dieselben eonvergent sind. 


6 13. 

Die Integrale (103.) bis (108.) lassen 
leihen »ter Ordnung von der 
führen. Zu diesem Behuf transformirt man 
durch gewisse Substitutionen, welche bei 
die Grenzen in 0 und 1 verwandeln. 


In (103.) setze man 





(- 1)" +++ ton 1702 


wo zur En 


n-17 / 4. 2 dt... 
/ 


i=n—1 
0,4 +++ - 4 BL—ay— ++» -a;—1 


PD, = (1] Ps N u "N l; 


1 i=2 


gesetzt Ist. 


mischen Satze 


EEE 9 ut 57 EUR ad 
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an. Für p=2 und p=n-—1 entstehen aus (108.) die Integrale: 


1 n—2 ‚v 
"de n—]1 dv, BE, dv, a— 3’ +* 
« « “pn 
°%n—2 n—3 2) 
f do,_ f do... ‘de, / don Dav.. 


' 1 
do, / Dav,, 
v 


1 


mehrdeutig wie eine Potenz 


die hier behandelt werden, stets 


sich auf hypergeometrische 


in der Einleitung angegebenen Art zurück- 


die (a—1)-fachen Integrale 


sämmtlichen »—1 Integrationen 


5. 9 pe %; 41 
, = . n . ..0 . Me j ö j) 
0,—1(,—1) Ü; +41 (dr -R) 
v, 1 
v2 en ’ @_ ne s 
Un-1 wen 1) 1—1.-ı 
d.h. 
1 1 
®, = ®' = gi 
I... : 1—t,1,...tn-ı ’ 
| l 
)., = Br ®._ı 7 & 
i 1—tit;r1...In—ı : ze 1 [, E- 
sodass für ®=1, 2, ...n—2 
Hrıliya..tHnıdt; dt, -ı 
dv, = —— i dv,_, = 
(1 je 7 Pe ee RR f u (1—1,-1)” 


ist. Dann liefert das en (103.) den Ausdruck 


f'U-ed-,_)] "Bat, 


D 


Entwickelt man die von z abhängige Potenz nach dem bino- 





L ash a ee 5 ne ande OE . 
a Er a en an A e 
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ed] "= 4 alimı, yrH t D  y+ 


=,..3 


so sind in der für das Integral entstehenden Reihe die einzelnen Potenzen 

von z mit (na—1)-fachen constanten Integralen multiplieirt, welche die in 

(49.) angegebene Form haben und daher gleich einem Product von r—1 

Eulerschen Integralen erster Gattung sind. Man nehme in (49.) 
Banner ser. Buhl. ::. hm, 

Den, a, Kenia. ::.: ke; au, ::.: Kaum, 

evt... hb=emnann + Bam lain r re—B:, 


sodass nach (50.) für ©>1 


2) u a ER u — — u... _ 
2; nn 0. ıt0 0 n—2 | T O,—: Ü, 1 0.—2 G,- > 
Bm N 
k; .. V-+0,-ı 706-2” ++0,,—R ER u ER ke P-i+13 
—ı r4, — 0. + r 


und , =k,=0,,-4%,., "mh =rv+e,_, ist. Dann findet man nach An- 
wendung der Formel (51.) die Gleichung 


"dt, [ d.n.../ T-e1-t_) "d,d, 
JM f dt. f -el-4)] 


0 0 0 


vn a@,(@,„+1)...(a,„+9— —1) ie 
it - ee A“ hir’ 


v=( 
in welcher J), den Werth 
I, = E(p,-1—-0,_1, „Tr -r)E(o n—? 27 2 Hr)... Ela —a,, 0,4 v) 
hat. Nun ist nach (18.) 


1 lt 1)... (+ V— l&;];} i 
E(o,—«,, 04V) = 0(0+1)...(: ar, ) Elg— is a) = Te;]+ E(0— G;). 


Schreibt man also im Integral (103.) die Function 2 in der Art, dass für 
k=2,3,...n—l 


(u = (—1)* a, —! (v, —p, h LE 


substituirt wird, so ergiebt sich die Identität 


’e (v,_— —€) 7) en Br Er , a ya "DB: 
(109.) . Sao 7 Gy—1 raihe af” (® .— v,)” Os 1, lg, — 1) dv, 


a ie Ja, c Lay... Aus 01, 02, ... 0.—13 €), 
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PER, Mar 245 ME ee ne ea 
RE BEL han Dekln WRRTE a,(@,+1)a,(e,+1).. @,(&,+1) Pr E 
(110.) | All ot: 1.2.0, +0... +) 
= [a ]} [e,]+Ie,]5.-. [er]; ; 


‚Nrle)lel...ol” 





sesetzt ist *). 
Um das Integral (104.) auf eine analoge Reihe zurückzuführen, ver- 


bindet man ®,, ... ®,_, mit neuen Variablen #, ... £,_, dureh die Glei- 
chungen 





®%; — Osl,, Ü, — v;t,, u V,;, = ®; ‚& 
wodureh 
o = uhren ++ Buben ++ u Sachen 


de, = zb, 1b... dt, 


erhalten wird. Die Grenzen für die Integrationen nach &, ... Z,_, sind 
wieder gleich O0 und 1. Wird von dem Factor 


/ N ee —aytn—1 
= 


% 


abgesehen, und durch 2, das Produet 


En; Bau aa a BER Ya . ER Te, —] ,0 —01/ — (ML, 
fe: (1 -1,)%: 1 10 (1—1,)% Oz BE: n— "(1- -E,-2) n—1 n—1 Er. (1-1t,_,) 2 


Nn—= 


bezeichnet, so ergiebt sich aus (104.) der Ausdruck: 


1 | 1 
ef di, / din. / (zb... JeiB,dt, 


0) v0 
Derselbe ist gleich der Reihe 


1l—o N ) | Pa" . ) a N 
Ca Fl —o+1, &—-0-+1, ... m —0,+1; 2-0, 9—-0,+1; ... &-1ı-0,+1; z&), 


Es dürfte zweckmässig sein, die obige Bezeichnung auch auf diejenigen analog 
sebildeten Reihen auszudehnen, bei denen die zweite Constantengruppe ebenso viele oder 
mehr Elemente enthält, als die erste. Es sei: 


F(@,@,,...0&p5 0:0, ... 095 €) 
 &p a,(@, +1)a,(e,+1)...o,(e, +1) , 
u 99.0 7 120,940, FD... tl) 
_ lalslesls.[arl; 
Ale] lo,]}-.-Loolf | 
Die positiven ganzen Zahlen p und g sind, mit Rücksicht auf die Convergenz der Reihe, 
der Bedingung q = p—1 unterworfen. 


a’ ++. inf. 
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t. 


wo C die Constante 
E(@—-g,+1, e&-0.)E(s—-e,+1, 9—-@;)... 
.E(a,_,—0ı+1, 9, —0%,-,)E(o,—0,+1, 1- 0.) 
bedeutet. Denn wenn die Grösse (1—rtt,...t,_,)"""'" nach dem binomischen 
Satz entwickelt wird, so ist in der aus dem Integral entstehenden Reihe 
der Factor jeder Potenz von x gleich dem Product aus »—1 Eulerschen 
Integralen, auf welche die Formel (18.) angewendet wird. 

In das Integral (105.) werden neue Variable mittelst eines Gleichungs- 
systems eingeführt, welches zum Theil der für (103.) benutzten Substitution. 
zum Theil der für (104.) benutzten analog ist. Man transformirt in (105.) 
zunächst das (p—1)-fache Integral 

[ de, S"aon./” Wien (Dav, 
1 1 1 l 
mittelst der Gleichungen 


1 1 | 


FR SE? 4 %, = “ . [3 . ® u —— “ 
Alt I—1,1,...1,-ı Pr 1—l-: 


glz ++. 


%, = 


welche aus den für das Integral (103.) aufgestellten entstehen, wenn man 
n durch p ersetzt. Ausser den nur von ®,, %,41 +++ ®,_,, z abhängigen 
Factoren der Function 2, welche vor das (p—1)-fache Integral treten, und 
ausser einer Potenz von —1. welche Factor des Ganzen ist, findet man nach 
der obigen Rechnung (indem man in (103.) p statt », o, statt x, sowie 
a—g,+1 und 0,—o,+1 statt «;, und o, schreibt) das (p—1)-fache Integral 


[t-,a-, Pr "a. [ di... B,dt,, 


0 0) () 
in welchem 2, die Function 
@,_1—D m—i 0,+0>+ + +0.) — 0 — + —a.—1 
PD, = (1-t,_,) p—1%p 71 f‘ 0: 7 ; 
i—1 


i=p—1 


RT GA 


bezeichnet. Für p=2 hat 2, den Werth (1-1) er, Statt e,. 
®,41r +++ ©, Werden sodann neue Variable £,, £,;ı, -.. £,_, durch die Glei- 
chungen 


v,= tut, .la-i; %rH > T,zılaa2. + bo: »u3 v. = 2,.b.—i; 9. - rl, 


welche in den für die Umformung des Integrals (104.) angewendeten ent- 
halten sind, eingeführt. Hierdurch verwandelt sich das Integral (105.) in 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 20 
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1—o . 
das Product aus z '”, einer Potenz von —1, und dem (»—1)-fachen Integral 


fa. fe r N-zL,t,,....6,_. 1-6) B,B,dt,, 


« “ e 


() v0 0 


en 


Wo 
Ad, 110 0 — u —1,a y— 0 o y—U. y—1 
Jo 2 p+l ui ie rt! p+1 p+?2 L ER p+?2 
D, — L, 1 L, 1 Eyyı ... 


p+1 
n—1795 O&n—1%n—ı7 np An 
EL ?(1—-1,_,) L, -1 (1—-1,_,) 


gesetzt ist. Für p=nr-—1 redueirt sich 2, auf die zwei letzten Factoren 
dieses Ausdrucks. Entwickelt man nun die von x abhängige Potenz nach 
dem binomischen Satze, so geht das letztgenannte (»—1)-fache Integral in | 
die Reihe 
Zu 
s Fr 1) (9,8, —1),H Ir’ 


vı() 


über. in weleher H, das Produet der a—» Ewulerschen Inteorale erster Art 
v p be) 


H 


v | 
Be E(e,11—0,+r-+1, OH pri) 


‚E(a,,-e,+r+l1, ER he 0 JE(e, ‚Er 0, Fr +1, m ); 


und J, das (p—1)-fache Integral 
JO, = Ei dt, F dt... (At, Badt, 


bedeutet. Aber in H, ist nach (18.) die von v unabhängige Grösse 


E(a,1—0,+1, 91-041). E(a,—e,+1, 9,_1—0,_,)E(e,—oe,+1, 1—0,) 
mit dem Ausdruck 


lost Ten, +1]} [en—@p+1]; 
[941 —@,+1]} --0, +1) Bl} 


multiplieirt, und die Gleichung (51.) liefert, wenn daselbst 


m —= p—1, = 1; 9, = 2 a 8,—1 —— t,, 


I, — 0, ser} -1, h — %—7%,-1; I; u 0-37 0%; u a I Fr a Pa 


p 
gesetzt wird, für das Integral J©, den Werth: 
=p—1 
= u E(@,—e,+rv+l, 0,—0,) 
= +1, [e RER o,+1]} i=p—1 


E I’ 
le — +1} Tas +1] A («,—e,+1, 0,—@,) 





Ma abe ed nn 


Line einen 
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Auf diese Weise gelangt man zu der Gleichun 


0’ 
> 
f x ”.—1 + „X on ' er 
[ dv,_, / de, _2® .. / de, / dv,_, / \ dv,_: ...% / Ddv, 
0 © “o £ 5 u 
(111.) &—-9+1, 2—9,+1, 3 —g,+1, ... .—Q,+1; 


Ku 
= O2 ®F 09 —0,+1, en; u 





in welcher F das in (110.) definirte Funetionszeichen ist, und €’ die 
Constante 


+ +++ 0,_ +p, Fr + +0,-179% a @n 78 le Ent n—1 \ 
(—1)* Op—1r0p+1T "70m -174 »19+1 E (ea, 0,4 * 0,0, ):». 
\E'/ e 
.E(o,_: ® +1, %,-ı 7 %- JE (&p+1 770,7 1, P,+1 "Opr1)- 
‚E(o, -1 0,7 E 0,1 4) E(« d, I 1, | 04.) 
bedeutet. 


Aehnliche Transformationen führen zu der Entwiekelung der Inte- 
srale (106.), (107.), (108.) nach fallenden Potenzen von x. Substituirt 
man in (106.) 


ee 


so ergiebt sich nach Anwendung des binomischen Satzes und der Formel 
(51.), dass das Integral (106.) mit der Reihe 


(Gy ' ' 1 N 
Const. x F(«,, %—0, +1, ... @«,—o,_, +1; 0,—o, +1, ... @«, —o,_,+1: 
T- 
identisch ist. Das Integral (107.) liefert, nachdem man 
T T rT 
® == “ . . . ®; 2 “ . . . © ze - 
ar ulizıe. nm Pers. Ün 
gesetzt hat, die Entwickelung: 
—(L I 1 \ 
Const. x ‘Fa, 4—0,+1,... 9, —o,_,+1; 4, — +1, u —;+1,...0,—0,+1; ) 


In (108.) führt man zuerst die Variablen t,, ... £,_, durch die Gleichungen 


Burisr.,. nalkk.t.., ... nu. el, 


“ 
ein, sodann die Variablen f,, £,;,. --- 4,_, durch die Gleichungen: 
Tz Mn Mn 


ea Ü R .-0o.& ® - 
) ’ +1 1 ® 
' t,, D+1.. + in—1 i tn +1lp+2: + In—1 t, 1 


Wie bei den vorhergehenden Integralen wird der einzige von x abhängige 
Factor der zu integrirenden Funetion nach dem binomischen Satze ent- 
wickelt, worauf man mit Hülfe der Formeln (18.) und (51.) das Integral 


20* 
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(108.) gleich dem Ausdruck 


I ,—-0 +1, ,—EH+1, ... ,—0,.1+1; 
Const.  ”F 


+1, ... ,—,, +1, ,—0,.1+1, ... ,—a,+1; 

findet. ; 

Im $ 4 wurde gezeigt, dass das (als convergent vorausgesetzte) h 
Integral (32.), dessen Grenzen gleich O0 und ® sind, eine in der Umgebung 3 
des Punktes x = 1 eindeutige und stetige partieuläre Lösung der Differential- 
gleichung dritter Ordnung (14.) darstellt, sobald die Grösse V der Gleichung 
(12.) genügt. Für die Differentialgleichung »ter Ordnung gilt ein analoger 
Satz. Der Ausdruck 


a2) Sa 





—uM An —0,._ ” 
x) 2; n Sn 'Tdt, $- 


der, wie sich aus $$ 9—11 ergiebt, die Differentialgleichung (80.) befriedigt, 
ist, während T ein beliebiges partieuläres Integral von (85.) bedeutet, in 
der Umgebung des Punktes z==1 eine eindeutige und stetige Function 
von. Es sollen für T nach einander a—1 verschiedene particuläre Lösungen 
eingesetzt werden, welche zusammen das vollständige Integral der Differential- 
gleichung (85.) ausmachen. Indem man zeigt, dass in jedem dieser »—1 
Fälle das Integral (112.) bei z=1 eindeutig und stetig bleibt, ist die Be- 
hauptung allgemein bewiesen. Man wählt als die »—1 Functionen, welche 
in (112.) für T substituirt werden, die Hauptintegrale von (85.) in der 
Umgebung von t=0, d.h. die zu (103.), (104.), (105.) analogen (n—2)- 
fachen bestimmten Integrale. Dann erhält man aus (112.), nachdem wieder 
v,_, statt # geschrieben ist, die folgenden Ausdrücke 


(113.) Sf dnf""aof” eo, "Dodo, 


(0) 1 1 1 1 


z u 1 ’%n—2 u d) 
11) (ul ns / Ddv,, 


0 0 0 0 


0 
> m = n—1 2) +1 " zu n—1 "© 
115) S n/a de/ ds” don. Dos, 
1 1 


. « 
0 0 0 1 


in denen 2? die Funetion (100.) bezeichnet. In (115.) nimmt p die Werthe 


2,3, ...n—2 an, und zwar sind im Fall p=2 die Grenzen 1 und 
für die Integration nach ®e, anzuwenden. — Als Integrationsweg für die 


Variable v,_, möge in (113.), (114.). (115.) die negative reelle Axe ge- 
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wählt werden; die nämliche Bestimmung wurde im $ 4 für die letzte Inte- 


gration in den Doppelintegralen (26.) und (32.) getroffen. Verbindet man 
[2 [3 [2 [3 W [ u 

v,„_, mit einer neuen Variable #,_, durch die Gleichung ®,_, = ; 80 
N Br 


durchläuft £,_, die reellen Werthe zwischen O0 und 1. 
Es werde zunächst das Integral (114.) mittelst der Substitution 


0n—1 a 


Oun1”” l - 


umgeformt, welche für ®,. ... ®,_, die Werthe 


in rec 1 FI FOR een RE t, l 


ee 7 are u 
1... —1 hir... ni—1 | 


= 
liefert. Man erhält hierdurch aus (114.), abgesehen von einer als Factor 


auftretenden Potenz von —1, den Ausdruck 


(at, na fu (2 I)(1- tu)) "Psdt,, 


0 0 0 

in welchem 2. die Function 

u a 61 0 0a. — a 
N 1 bi, (1 en) Ahern, 
bedeutet. Es wird (wie bei allen hier betrachteten Integralen) vorausgesetzt, 
dass die Constanten «&,, @,, ... diejenigen Ungleichheiten erfüllen, welche 
dem Integral einen bestimmten Sinn verleihen. Wenn nun die Variable 
x in ihrer Ebene eine kleine geschlossene Curve um den Punkt 1 beschreibt, 
so tritt weder bei der obigen von x abhängigen Potenz eine Aenderung 
ein (da ihre Basis sich wenig von der Eins unterscheidet), noch modifieiren 
sich die Integrationswege von &,, b, ... £,_, In irgend einer Weise. Auch 
wird das. Integral für e= 1 nicht unendlich. Demnach ist dasselbe in der 
Umgebung des Punktes ze = 1 eine eindeutige und stetige Funetion von x. 

Der gleiche Schluss ist auf die Integrale (113.) und (115.) anwend- 
bar, da dieselben eine ähnliche Transformation gestatten. Die Rechnung 
für (113.) kann auf die für (115.), indem man p = r»—1 setzt, redueirt 
werden. Bei dem Integral (115.) verbindet man, wie bei (105.), die Variablen 


%, %, 2... ®,_, mit neuen Variablen 4, %, ... £,_, durch die Gleichungen: 


1 | 
1—t,1,...1,—ı En 1—Mliyı...h-i en ee ER Er 
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Ferner führt man die Variablen t,, £,;,, ... £,_, durch die Relationen 


2. t, art n—1 Re Ile +1... In— 4 1 
ie 4 u... Forza Ta .... u 
I l, bp+ie: Fr ulerı...n-iı—1 





—1—]1 
ein. Hierdurch verwandelt sich, wenn wieder von einem constanten Factor, 
der gleich einer Potenz von —1 ist, abgesehen wird, das Integral (115.) in 
das folgende 


/ "dt,_, / "dt... / IH@-DA-4_)) "a-,)7TB,B;dt,, 


() 0 
woselbst durch 2, und 2- die Funetionen 
—p—1 0, +" +pr —01— -—a,n —1 
D, — u Kiy' P- p nt 0% k 
fl 1 
k=p—1 


x IL REIFE: er SE EEE, 


On ——U —1 k=n—i 0 
B, = Ab 
= 
e 0 a; —1 01707 
x II ; 1)" (1—t_,l k® ch) 


k=p-+1 


bezeichnet werden. Für p=2 ist die Funetion 2, durch 
€ Eu A) ae)  meete 


zu ersetzen. Für p=nr-—1l geht das obige Integral in (113.) über, wenn 
gleichzeitig 2, gleich der Funetion 


On 1 en 171 en O1 
(1-1,_t, 4) L, —1 


genommen wird. Man erkennt, dass, wenn die Variable x eine kleine Curve 
um den Punkt 1 beschreibt, sich auch hier weder die zu integrirende Func- 
tion, noch die Integrationswege ändern. 

Es soll diesen Betrachtungen nur noch die Bemerkung hinzugefügt 
werden, dass, wenn man in das Integral (112.) für T successiv die »—1 
Hauptintegrale von (85.) für das Gebiet von = » substituirt, die vor- 
stehende Reehnung mit gewissen Modificationen gültig bleibt, wie für » = 3 
bereits im $4 gezeigt wurde. Man darf in (113.), (114.), (115.) den 
Werth O überall durch ®, sowie den Werth ® durch 0 ersetzen; nur sind 
dann statt der für (114.) und (115.) angegebenen Substitutionsgleichungen 
die folgenden 


a lu. in —1 PR ir o za n-—1 
Po FR URL a ee CA a 
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respective 
,=1-ıb..t,, er or u, = 1l—tlrı...b-i, u... Ü, 1 - l—t,_,, 
a plprtetn—1 . re. —— 
p bolp +1... In— ’ BE ’ Ilırı...n—ı : we”, un E 1 


anzuwenden. Die Eindeutigkeit des Ausdrucks (112.) im Bereich des 
Punktes e=1 ergiebt sich auch in diesen Fällen direet aus der Form der 
bestimmten Integrale. 

Kiel, im Februar 1886. 











Zur geometrischen Theorie der ebenen Curven vierter 
Ordnung. 


(Von Herrn J. Cardinaal zu Tilburg in Holland.) 


1. Aus der 'T'heorie des F*-Gebüsches und des dazu projectivischen 
räumlichen Gebildes leitet Herr TR. Reye die Entstehung ebener Curven 
vierter Ordnung aus zwei projectivischen Kegelschnittbüscheln ab *). Da- 
gegen beweist Herr W. Fiedler, dass alle ebenen Uurven vierter Ordnung, 
deren Geschlecht nicht Eins übersteigt, durch Oentralprojecetion einer Raum- 
curve vierter Ordnung erster Art construirt werden können **). Die erste 
Construction zeigt die grösste Aehnlichkeit mit der der ebenen Curven 
dritter Ordnung aus einem Kegelschnittbüschel und einem mit diesem pro- 
jeetivischen Strahlenbüschel; durch die zweite treten mit grosser Klarheit 
die verschiedenen Formen der Curven ans Licht. Zweck dieser Arbeit ist 
es nun, aus der ersten Entstehungsweise einige Eigenschaften und Construc- 
tionen der Curven vierter Ordnung herzuleiten, diese speciell auf die Curven 
vom Geschlecht Eins oder Null anzuwenden, um nachher auf dem Wege 
der Construction zu der zweiten Entstehungsweise und den daraus folgenden 
Öonstructionen zu gelangen. 

2. Es mögen hier zunächst die Fundamentalsätze, aus denen die 
erste Entstehungsweise sich ergiebt, in die zu diesem Zwecke passende 
Form gebracht werden. Wenn man jeder Fläche eines F?-Gebüsches & 
die Polarebene eines festen Punktes zuweist, so entsteht ein räumliches 
System &,, das zu dem Grebüsche projeetivisch und so beschaffen ist, dass 
jeder seiner Ebenen eine Fläche, jeder seiner Geraden eine Raumeurve 
vierter Ordnung erster Art und jedem seiner Punkte eine Gruppe von acht 


*) Th. Reye. (seometrie der Lage, zweite Auflage II. S. 244. 
**) W. Fiedler. Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit der 
(reometrie der Lage, dritte Auflage Il. 8.25, 26, 45, 46. 
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assoclirten Punkten des Gebüsches entspricht. Einer Geraden ! von Z ent- 
spricht in 3, ein Kegelschnitt in der Ebene, die der durch Z gehenden 
Fläche von > entspricht. 

Man denke sich weiter in dem Systeme &, eine Fläche zweiter 
Ordnung L;. Ihr entspricht in & eine Fläche Z*, die mit einer Geraden / 
eben so viele Punkte gemein hat wie Z; mit dem entsprechenden Kegel- 
schnitt in 3&,, also von der vierten Ordnung ist. 

3. Es sei nun die Fläche L; entstanden aus zwei projeetivischen 
Ebenenbüscheln mit den Axen a, und d,; diesen Ebenenbüscheln entsprechen 
in Z zwei projeetivische F*-Büschel, und ZL* wird erzeugt durch den Schnitt 
von den homologen Flächen derselben. Die Ebenen durch a, schneiden 
L} in den Geraden der Regelschaar, deren Leitlinien a, und 5, sind, und 
aus einem Punkte 9, von L; kann eine Gerade ce, gezogen werden, die 
alle diese Geraden schneidet; sie ist eine neue Leitlinie der Regelschaar; 
der Uebergang zu der entsprechenden Construction in I giebt den Satz: 

Jede Fläche zweiter Ordnung durch die Grundeurve a von L* 
schneidet Z* noch in einer zweiten Raumeurve vierter Ordnung *). Con- 
struirt man durch einen Punkt Q von ZL* Flächen zweiter Ordnung, welche 
diese Raumeurven enthalten, so schneiden diese Z* in einer einzigen Raum- 
curve vierter Ordnung ec; ausser Q enthält diese alle mit Q associirten Punkte. 
Der Büschel dieser Flächen ist projeetivisch zu dem Büschel a; 2? kann 
also auch erzeugt werden durch die projectivischen Büschel, deren Grund- 
curven a und ec sind. Oder: 

Wird auf der Fläche vierter Ordnung ZL* eine Raumeurve vierter 
Ordnung als Grundeurve eines F?-Büschels angenommen, so bestimmt jeder 
beliebige Punkt auf Z* eine neue Grundeurve eines F’-Büschels, der, pro- 
jectivisch auf den ersten bezogen, die Fläche ZL* erzeugt. 

Es ist ersichtlich, dass auf diese Weise zwei Schaaren von Raum- 
eurven vierter Ordnung auf L* entstehen; zwei beliebige Grundeurven der- 
selben Schaar können als Grundeurven der erzeugenden Büschel betrachtet 
werden; durch zwei Grundeurven von verschiedenen Schaaren kann eine 
Fläche zweiter Ordnung gelegt werden. 

Da weiter zwei F*-Büschel immer als zum nämlichen Gebüsche 





*) Da die Raumcurven vierter Ordnung in diesen Betrachtungen alle erster Art 
sind, so wird fortan der Zusatz „erster Art“ ausgelassen. 
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gehörend betrachtet werden können, so ist die Erzeugungsweise von Z' 
eine durchaus allgemeine. 

4. Wir schneiden ZL* durch eine Ebene «.. Der Schnitt bildet eine 
ebene Curve vierter Ordnung C;; die Grundeurve des Büschels schneidet 
e in den vier Grundpunkten eines Kegelschnittbüschels; wählen wir den 
Punkt Q auf C,, so ergiebt sich: 

Die ebene Curve C, wird erzeugt durch zwei projeetivische Kegel- 
schnittbüschel, deren Grundpunkte zu der Curve gehören. Jeder Kegel- 
schnitt des ersten Büschels schneidet C, in noch vier Punkten. Construirt 
man Kegelschnitte je durch Q und diese weiteren Schnittpunkte, so schneiden 
diese Kegelschnitte sich in noch drei festen Punkten auf der Curve. Jeder 
beliebige Punkt Q kann also als einer der Grundpunkte des zweiten Kegel- 
schnittbüschels gewählt werden; dieser ist projeetivisch zum ersten uni 
erzeugt mit ihm durch den Schnitt ihrer homologen Kegelschnitte die 
Curve C,. Auf C, befinden sich zwei Schaaren von Gruppen assocürter 
Punkte; zwei Gruppen derselben Schaar können als Grundpunkte der er- 
zeugenden Büschel betrachtet werden, durch zwei Gruppen von verschiedenen 
Schaaren kann ein Kegelschnitt gelegt werden. Jedes Paar projectivischer 
Kegelschnittbüschel kann die Curve erzeugen; diese Kegelschnittbüschel 
gehören alle zu einem linearen Kegelschnittsystem dritter Stufe. 

Es ist ferner ersichtlich, dass die Grundpunkte der erzeugenden 
Büschel eben so wohl reell als imaginär sein können, da die Ebene « die 
Grundeurven der F’-Büschel in reellen und in imaginären Punkten schneiden 
kann; die Sätze und Uonstructionen, die für reelle Grundpunkte gelten, 
können also auf imaginäre Grundpunkte übertragen werden. Nach dieser 
allgemeinen Bemerkung wird nur gelegentlich auf diesen Unterschied hin- 
gewiesen werden. 

Auch die Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten werden durch 
diese Erzeugungsweise definirt. Wenn nämlich alle Flächen des Gebüsches 
einen Punkt oder mehrere Punkte mit einander gemein haben, so sind 
diese Punkte Knotenpunkte von ZLY. Die Ebene « kann durch einen, zwei 
oder drei dieser Knotenpunkte gelegt werden, und auf diese Weise ent- 
stehen Curven vierter Ordnung mit einem, zwei oder drei Doppelpunkten. 
Die Kegelschnitte der Systeme dritter Stufe, zu welchen die erzeugenden 
Büschel gehören, besitzen in diesem Falle auch dieselbe Anzahl gemein- 
schaftlicher Punkte; wenn « durch drei gemeinschaftliche Punkte gelegt 
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wird, ist noch zu beachten, dass das Kegelschnittsystem zu einem Kegel- 
schnittnetz wird, da « selbst einen Theil einer der Flächen des Gebüsches 
bildet. 

Schliesslich können auch die gemeinschaftlichen Punkte des Ge- 
büsches reell oder in Gruppen zu je zwei imaginär sein; dasselbe wird auf 
die Curven vierter Ordnung übertragen. 

5. Aus der angegebenen Erzeugungsweise der ebenen Uurven vier- 
ter Ordnung ergeben sich einige Construetionen, bei deren Ausführung als 
Bestimmungselemente der Curve stets gegeben gedacht werden zwei projec- 
tivisch auf einander bezogene Kegelschnittbüschel %, und A. Die hier 
folgenden Constructionen werden stets zurückgeführt auf die Oonstruetion 
von vier gemeinschaftlichen Punkten oder Tangenten von zwei Kegel- 
schnitten. 

a. Die Schnittpunkte einer Geraden / mit der Curve zu bestimmen. 

Die angedeutete Zurückführung kann auf folgende Weise geschehen. 

Es seien A,A,, B,B,, C,C; und A,A;), B,B;, (C,C, drei homologe 
Punktepaare der beiden Involutionen, in denen / von den beiden Büscheln 
geschnitten wird. Zur Bestimmung der gemeinschaftlichen homologen 
Punkte beider construire man einen Kegelschnitt X,, der /! berührt und ein 
Kreis sein kann. Man construire weiter die Schnittpunkte P,, Q,, R, der 
Tangenten aus A,A,, B,B;, C,C, an K,; diese liegen auf einer Geraden {;: 
ebenso construire man auf /, die Schnittpunkte P,, Q,, R, der Tlangenten 
aus A,A;, B,B;,, C,C,. Bei fortgesetztem Verfahren entstehen auf /, und 2, 
zwei projeetivische Punktreihen P,Q,AR,... und P,Q;R,.... Die Verbindungs- 
linien der homologen Punkte umhüllen einen Kegelschnitt K,, der mit K, 
vier gemeinschaftliche Tangenten bestimmt. Die Treffpunkte dieser 'T’an- 
genten mit / sind die Schnittpunkte von / mit C,. Die Construction wird 
zweiten Grades, wenn / zwei gegebene Punkte verbindet; hieraus folgt: 

Die Punkte von C, können durch Construetionen zweiten Grades be- 
stimmt werden; denn man kann, zur Bestimmung von zwei Punkten, erstens 
eine Gerade durch zwei der Grundpunkte wählen, und weiter jeden con- 
struirten Punkt nach Belieben mit einem der Grundpunkte verbinden. 

b. Die Schnittpunkte von C, mit einem Kegelschnitt X, zu be- 
stimmen, der zwei der Grundpunkte des ersten sowie des zweiten er- 
zeugenden Büschels enthält. 

Es sei der Kegelschnitt gelegt durch die Punkte A,B, von A, und 

21* 
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A,B, von k. Die Kegelschnitte des Büschels k, bestimmen auf X, je zwei 
Punkte, deren Verbindungslinien einen zum Kegelschnittbüschel projeecti- 
vischen Strahlenbüschel bilden; ebenso die Kegelschnitte von Ak, Die beiden 
also entstandenen projeetivischen Strahlenbüschel erzeugen einen Kegel- 
schnitt, dessen Schnittpunkte mit X, übereinstimmen mit den Schnittpunkten 
von K, mit C.. 

Man folgert aus dieser hierdurch auf das Hauptproblem zurückge- 
führten Construction: 

Jeder Kegelschnitt, der zwei Grundpunkte von je zwei Gruppen der- 
selben Schaar enthält, schneidet die Curve vierter Ordnung in noch vier 
Punkten, die reell oder in Gruppen zu je zwei conjugirt imaginär sind; 
jedenfalls werden, auf zwei immer reellen gemeinschaftlichen Secanten, die 
Schnittpunkte durch Involutionen vertreten. 

c. Die Schnittpunkte von C, mit einem Kegelschnitt X, zu be- 
stimmen, der drei Grundpunkte des Kegelschnittbüschels k, und einen Grund- 
punkt des Büschels %, enthält. 

Es sei K, gelegt durch die Punkte A,B,C, von k, und A, von Ä.. 
Die Kegelschnitte von k, bestimmen auf K, eine mit k, und also auch mit 
k, projeetivische krumme Punktreihe, die, aus dem Punkte A, von K, pro- 
jieirt, einen Strahlenbüschel liefert, der mit Ak, eine ebene Üurve dritter 
Ordnung C, erzeugt. Die Schnittpunkte von C, mit K, sind identisch mit 
den Schnittpunkten von C, und K,; von diesen Punkten sind zwei bekannt, 
A, und A,; also schneidet Ä, die Curve C, in noch vier Punkten. Die 
Bestimmung dieser vier Punkte kann auf Construction b. zurückgeführt 
werden. Man wähle dazu A,, A, und noch zwei beliebige Punkte von C, 
als Grundpunkte des sie erzeugenden Kegelschnittbüschels, bestimme nach 
den Constructionsmethoden der Curven dritter Ordnung *) das Centrum des 
mit diesem correspondirenden Strahlenbüschels, und es ist ersichtlich, dass 
ein besonderer Fall der vorigen Construction eintritt. Auch in diesem Falle 
entstehen also vier Schnittpunkte, bezüglich deren Realität die Bemerkung 
der Construction 5b. wiederholt werden kann. 

d. Die Schnittpunkte von C, mit einer Curve dritter Ordnung (; 
zu bestimmen, welche die acht angenommenen Grundpunkte enthält. 

Jeder der Kegelschnittbüschel %, und %, bestimmt auf C, einen mit 





*) Reye, G. d. L. II, 210. 
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ihm projeetivischen Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt auf C, gelegen ist. 
Beide Strahlenbüschel erzeugen einen Kegelschnitt, dessen Schnittpunkte 


E: mit C,; übereinstimmen mit den Schnittpunkten von C, und ©, Also ist 
auch diese Construction ein besonderer Fall von b. 

6. Bei den folgenden Problemen wird als bekannt angenommen, 
8 dass jede Curve dritter Ordnung mit einem Kegelschnitt höchstens sechs 


= Punkte und mit einer anderen Curve dritter Ordnung höchstens neun Punkte 
; gemein hat. 

a. Die Zahl der Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung C, mit 
einem durch zwei Grundpunkte A, und B, des Büschels k, gelegten Kegel- 
schnitt K, zu bestimmen. 

Der Büschel k, bestimmt mit K, einen zu ihm projectivischen Strahlen- 
büschel, der mit dem Büschel k, eine Curve dritter Ordnung C, erzeugt; 
die sechs Schnittpunkte von €, und K, sind zugleich die Schnittpunkte von 
K, und C.. 

b. Die Zahl der Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung ©, mit 
einer durch die vier Grundpunkte A,B,C,D, des Büschels k, gelegten Curve 
dritter Ordnung C, zu bestimmen. 

Der Büschel %k, bestimmt mit C, einen Strahlenbüschel, dessen Mittel- 
punkt M auf C, liegt; dieser Büschel erzeugt mit dem Büschel %, eine 
Curve C;, die ausser M noch acht Punkte mit C, gemein hat. Diese acht 
Punkte sind die weiteren Schnittpunkte von C, mit C., 

7. Bei jeder dieser Aufgaben kann der Fall eintreten, dass die Ge- 
rade /, der Kegelschnitt X, oder die Curve dritter Ordnung C, mehr Punkte 
mit der Öurve vierter Ordnung C, gemein hat als die aus der Construction 

F sich ergebenden. Wenn dies stattfindet, so haben /, K, oder C, eine un- 

: endliche Anzahl Punkte mit C, gemein, sie bilden einen Theil dieser Curve, 

: welche also in zwei Curven niedrigerer Ordnung zerfällt. Bei der Geraden 
! ergiebt sich dies aus dem Zusammenfallen von K, und K,, die fünf und 
folglich unendlich viele Tangenten gemein haben; bei dem Kegelschnitt 
K, von 6. a. aus dem Zusammenfallen von Ä, mit einem Theile der Hülfs- 
eurve C,, die in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt; bei der ku- 
bischen Curve C, von 6. 5b. aus dem Zusammenfallen von C, und C;, die 
mehr als neun Punkte gemein haben *). Also ergeben sich die Sätze: 


*) Reye, G. d. L. II. 206. 
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Wenn eine Gerade mehr als vier Punkte mit einer Curve C, gemein 
hat, so zerfällt letztere in die Gerade und eine Curve dritter Ordnung. 

Wenn ein durch zwei Grundpunkte eines der erzeugenden Büschel 
gelegter Kegelschnitt mehr als acht Punkte mit der Curve vierter Ordnung 
C, gemein hat, so zerfällt letztere in X, und einen Kegelschnitt. 

Wenn eine durch vier Grundpunkte eines der erzeugenden Büschel 
selegte kubische ebene Curve C;, mehr als zwölf Punkte mit der Curve C, 
vemein hat, so zerfällt letztere in C,; und eine Gerade. 

8. Legt man einen Kegelschnitt K, des erzeugenden Büschels 4, 
durch den Grundpunkt A, des Büschels %,, so ist die Tangente des mit 
diesem homologen Kegelschnittes von A, zugleich eine Tangente von C;; die 
Sehne, die A, mit dem einen der Schnittpunkte von zwei homologen Kegel- 
schnitten von A, und 4, verbindet, ist nämlich zugleich eine Sehne des 
Kegelschnittes von %, und von C, und wird im genannten Falle zur ge- 
meinschaftlichen Tangente. Fallen nun die Punkte A, und A, zusammen 
in A, so können von jedem Büschel unendlich viele Kegelschnitte con- 
struirt werden, welche durch A gehen, also auch unendlich viele Gerade 
durch A gezogen werden, die zwei in A zusammenfallende Punkte mit C, 
gemein haben, d.h. A ist ein Doppelpunkt. Die Tangenten in A an den 
Kegelschnitten von A, und %, bilden zwei projeetivische Strahlenbüschel, 
die im Allgemeinen zwei Doppelstrahlen besitzen; diese sind gemeinschatt- 
liche Tangenten homologer Kegelschnitte von 4, und 4, und bilden die 
beiden Tangenten des Doppelpunktes. Je nachdem sie reell verschieden, 
zusammenfallend oder conjugirt imaginär sind, ist A ein Doppelpunkt, eine 
Spitze, oder ein isolirter Punkt. 

9. Nach diesen allgemeinen Erörterungen wenden wir uns zu den 
Curven vierter Ordnung vom ‚Geschlecht Eins oder Null und machen die 
Bemerkung, dass sie nach dem Vorigen aus zwei Kegelschnittbüscheln mit 
zwei oder drei zusammenfallenden Grundpunkten erzeugt werden können; 
auch die den Aufgaben von 5. und 6. entsprechenden Construetionen können 
auf sie angewendet werden. Da ein Doppelpunkt zwei Schnittpunkte ver- 
tritt, so entstehen hieraus die folgenden Aufgaben zweiten Grades, an welche 
correspondirende Aufgaben ersten Grades leicht anzuknüpfen sind. 

a. Die Schnittpunkte der Curve C, mit einer Geraden / durch ihren 
Doppelpunkt zu construiren. 

b. Die Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppel- 
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punkten und eines Kegelschnitts durch die drei Doppelpunkte, oder einer 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und eines Kegelschnitts 
durch die zwei Doppelpunkte und noch zwei Punkte der Curve zu con- 
struiren. 

ce. Die Schnittpunkte einer Uurve vierter Ordnung C, mit drei Doppel- 
punkten A, B, C und einer durch A, B, C, die übrigen zwei Grundpunkte 
und noch zwei Punkte von C, gelegten Curve dritter Ordnung zu con- 
struiren; oder einer Curve C, mit zwei Doppelpunkten A, B und einer 
durch A, B, die vier übrigen Grundpunkte und noch zwei Punkte von ©, 
gelegten Curve dritter Ordnung. 

10. Die aus der Erzeugung von Flächen vierter Ordnung entspringende 
Erzeugung von ebenen Curven vierter Ordnung durch projeetivische Kegel- 
schnittbüschel giebt als Bedingung für zwei erzeugende Punktgruppen, dass 
sie Gruppen associirter Punkte von zwei Büscheln eines linearen Kegel- 
schnittsystems dritter Stufe sein müssen. Besitzt nun eine gegebene Curve 
C, zwei Doppelpunkte A, B, so sind diese gemeinschaftliche Punkte des 
zu C, gehörenden Systems, und da sie mit je zwei Punkten ©, D der 
Curve eine Gruppe assocürter Punkte bilden, so ergiebt sich, dass der erste 
der erzeugenden Büschel bestimmt ist durch A, B und noch zwei beliebige 
Punkte C,, D, von ©... Ein Kegelschnitt des Büschels ABC,D, schneidet 
nun die Curve in noch zwei Punkten E, F (6. a... Von dem zweiten der 
erzeugenden Büschel kann also noch ein Punkt C, beliebig angenommen 
werden; der zweite D, wird bestimmt als letzter Schnittpunkt des Kegel- 
schnittse ABC,EF mit C,. Für die Curven vierter Ordnung mit drei oder 
zwei Doppelpunkten ergeben sich hieraus Sätze, die verwendet werden 
können, um die Curven aus gegebenen Punkten zu construiren, nämlich: 

In einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten A, B, C 
können die vierten Grundpunkte der erzeugenden Büschel beliebig gewählt 
werden. 

In einer Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten A, B kann 
der dritte und vierte Grundpunkt eines der erzeugenden Büschel beliebig 
gewählt werden; von dem zweiten Büschel kann nur ein Punkt beliebig 
angenommen werden. 

11. Aus dem Vorigen ergiebt sich: 

Eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten (unicursale Curve) 
ist bestimmt und construirbar durch drei Doppelpunkte und noch fünf Punkte. 








168 Cardinaal, über ebene Curven vierter Ordnung. 


Es seien die Doppelpunkte durch A, B, C, die übrigen Punkte 
durch 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet... Die Construction ist auf folgende Weise 
ausführbar: 

Man wähle als Grundpunkte der erzeugenden Büschel A, B, C,1 
und A, B, C, 2. Die Projectivität der Büschel ist bestimmt; denn den 
durch 3, 4, 5 gelegten Kegelschnitten des erstgenannten Büschels ent- 
sprechen die des zweiten Büschels durch die nämlichen Punkte. Die Curve 
ist also linear zu construiren; jedesmal muss der vierte Schnittpunkt von 
zwei Kegelschnitten durch die nämlichen drei Punkte bestimmt werden. 

12. Wir folgern weiter: 

Durch zwei Doppelpunkte A, B und sieben Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
können unendlich viele Curven vierter Ordnung mit den Doppelpunkten 
A, B gelegt werden; durch jeden beliebigen Punkt 8 geht eine dieser 
Uurven. 

Wir wählen als Grundpunkte der beiden Büschel A, B, 1, 2 und 
A, B, 3, 4; nach dem Vorigen ist ihre Projeetivität bestimmt, und eine 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten durch die gegebenen Punkte 
construirbar. Diese ist jedoch nicht die einzige, denn einer der Punkte 3 
oder 4 des zweiten Büschels müsste, wenn die Zahl der gegebenen Punkte 
für die Construction vollständig wäre, von dem anderen abhängig sein. 
Dies erhellt näher durch die Bestimmung des geometrischen Ortes des 
Punktes 4, wenn der Punkt 3 fest gedacht wird. Wir bezeichnen mit 
o, ß diejenigen Kegelschnitte von (AB12), welche durch 4 und 8 gehen, 
und construiren eine Curve vierter Ordnung y, deren drei Doppelpunkte 
A, B, 3 sind, die ausserdem durch 5, 6, 7 geht und in 4 die Tlangente 
des mit « homologen Kegelschnitts « berührt. Dies ist, wie ersichtlich, 
ein besonderer Fall des vorigen Problems und kann ausgeführt werden 
mit den erzeugenden Büscheln (A, B, 3, 4) und (A, B, 3, 5); zur Be- 
stimmung der Projeetivität dienen die Punkte 6, 7 und die Bedingung, dass 
der Kegelschnitt AB354 homolog ist mit «. Die Rolle des Punktes 4 
bei der Construction der verlangten Curve vierter Ordnung kann nun durch 
jeden Punkt von y übernommen werden, die Curve ist also der geometrische 
Ort des vierten Grundpunktes des Büschels, dessen drei übrige Grundpunkte 
A, B, 3 sind. 

Damit die Curve den Punkt 8 enthalte, bestimme man den fehlenden 
Schnittpunkt P von y mit dem zu ? homologen Kegelschnitt 9’ von (AB34) 
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und lege einen Kegelschnitt AB3P8.. Sie schneidet 7 in noch einem 
Punkte Q, dem vierten Punkte des zweiten erzeugenden Büschels. 

Zu beachten ist, dass die Construetion der Curve mit zwei Doppel- 
punkten linear ausgeführt werden kann. Der Schnittpunkt P von y mit 2 
kann nämlich nach 9. 5b. linear bestimmt werden, ebenso der Punkt 0; zwar 
erhält man bei der Construction der Schnittpunkte von zwei homologen Kegel- 
schnitten der erzeugenden Büschel je zwei Schnittpunkte; durch lineare 
Construction kann jedoch der vierte Schnittpunkt bestimmt werden von €, 
mit einer durch A und einen Punkt der Curve gezogenen Geraden; dieser 
Punkt kann wieder mit B verbunden werden, und so sind alle weiteren 
Punkte linear zu bestimmen. 

Die Vertauschbarkeit der Grundpunkte des ersten erzeugenden Büschels 
ojebt die Lösung des Problems, eine Tangente in einem der g 
Punkte zu ziehen. 

13. Die auf diese Weise construirte ebene Curve vierter Ordnung 


segebenen 


mit zwei Doppelpunkten kann betrachtet werden als die Centralprojeetion 
von Raumeurven vierter Ordnung. Um eine dieser Raumeurven zu bekommen, 
wählen wir ein Projeetionscentrum P und projieiren aus ihm die Curve (;; es 
wird dadurch eine Kegelfläche vierter Ordnung K* mit zwei Doppelstrahlen 
a und 5b erzeugt. Legen wir jetzt eine Fläche zweiter Ordnung F’ durch 
diese zwei Doppelstrahlen, so ist C, die Oentralprojection der Schnitteurve 
beider Flächen. Diese Schnitteurve %* ist eine Raumeurve vierter Ordnung: 
eine beliebige Ebene « schneidet nämlich K* und F’ in einer ebenen Uurve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und in einem Kegelsehnitte durch 
diese, welche Curven ausser den Doppelpunkten noch vier Punkte gemein 
haben. Die Raumeurve ist weiter erster Art; denn legen wir eine veränder- 
liche Ebene durch den Doppelstrahl «a, so schneidet diese F’ in einer 
Geraden der Schaar, zu welcher 5b gehört, und K* in noch zwei Geraden: 
daraus folgt, dass jede der Geraden der Schaar 5 mit der Raumeurve zwei 
Punkte gemein hat. Dies ist auch mit den Geraden der Schaar a der Fall: 
also ist die Curve eine Raumeurve vierter Ordnung erster Art, und die 
Theorie dieser Curven kann benutzt werden, um die Construetionen und 
Eigenschaften der ebenen Curven vierter Ordnung zu ergänzen. 

14. Zuerst erhellt daraus der Satz: Zwei ebene Curven vierter Ord- 
nung mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten haben ausser diesen Doppel- 
punkten höchstens noch acht gemeinschaftliche Punkte. 
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Es seien die Curven C, und C;, ihre zusammenfallenden Doppel- 
punkte A und B. Wir projieiren beide aus einem Punkte P; es entstehen 
die Kegel vierter Ordnung K* und K'* mit gemeinschaftlichen Doppel- 
strahlen a und db. Eine Fläche zweiter Ordnung F’? durch a und 5 schneidet 
beide Kegel in je einer Raumeurve vierter Ordnung; diese beiden Raum- 
curven 4* und 4* haben höchstens acht Punkte mit einander gemein *); 
die Projectionen dieser Punkte sind die gemeinschaftlichen Punkte von (€, 
und C,. Haben 4* und k* sieben gemeinschaftliche Punkte, so ist der achte 
Schnittpunkt bekanntlich für alle durch diese sieben Punkte gehenden 
Raumeurven vierter Ordnung derselbe und kann linear construirt werden **). 
Daraus folgt, dass auch bei den gegebenen ebenen Curven der achte Schnitt- 
punkt linear bestimmt werden kann, wenn sieben Schnittpunkte gegeben 
sind, und dieser achte Schnittpunkt ist für den ebenen Curvenbüschel durch 
diese sieben Punkte constant. 

15. Der Satz findet Anwendung bei der Construction von 12. Wir 
fanden, dass die unicursale Curve y der geometrische Ort aller Punkte Q 
ist, die mit AB3 den zweiten erzeugenden Büschel der Curve C, bestimmen, 
deren erster erzeugender Büschel (AB12) ist. Die Curven C, und y haben 
die Doppelpunkte A, B und ausserdem noch 345670, also sieben Punkte 
gemein, da 3 als Doppelpunkt von y zweifach zählt. Sie schneiden sich 
also noch in einem achten Punkte 0’; dieser Punkt ist der unveränderliche 
achte Schnittpunkt aller Curven, die durch AB12...7 gehen, also der 
achte Grundpunkt eines Büschels von Curven vierter Ordnung. 

Die Unveränderlichkeit des Punktes Q’ als achten Grundpunktes 
eines C,-Büschels giebt Anlass zu den folgenden Sätzen: 

Legt man einen Kegelschnitt durch die Doppelpunkte A, B einer 
Curve C,, der sie noch in den Punkten PORS schneidet, und zieht man 
die Geraden AP, AQ, BR, BS, die C, noch in P'Q’R’S’ schneiden, so 
sind ABP'Q’R'S' sechs Punkte eines Kegelschnitts. 

Zieht man durch A und auch durch B zwei Gerade, die die Curve 


*) Reye, G. d. L. II, 150. 

**) Reye, G. d. L. II, 152. Die lineare Construction des achten Schnittpunktes 
zweier Raumcurven vierter Ordnung ist neuestens eingehend behandelt von Herrn 
F. Caspary und Herrn H. Schröter, dieses Journal Bd. 99, Seite 110—140. Dort befindet 
sich auch die Literaturangabe der hauptsächlichsten Arbeiten über diesen Gegenstand; 
ferner von Herrn R. Sturm und H. @. Zeuthen, Bd. 99, S. 317—323; endlich von Herrn 
Reye, Bd. 100, S. 457—489. 
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in den Punkten PP', 00’, RR’, SS’ schneiden, so liegen diese Punkte 
mit AB auf einer Curve dritter Ordnung. 

Im ersten Falle bilden AP, AQ und BR, BS eine besondere in 
vier Gerade zerfallende Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten 
A und B; die Punkte PP’... sind ausser A und B die Grundpunkte des 
Curvenbüschels; die Curve ABPORS bildet den einen Theil einer Curve 
vierter Ordnung des Büschels; der zweite Theil muss ebenfalls eine Curve 
zweiter Ordnung sein, d.h. ABP'O'R'S' ist ein Kegelschnitt. 

Im zweiten Falle ist der eine Theil der Curve durch die acht Grund- 
punkte ABPP.... die Gerade, der zweite T'heil muss also eine Curve dritter 
Ordnung sein, die gleichfalls A und B enthält. 

Im ersten Falle können die Punkte P und Q mit A, und R und S 
mit B zusammenfallen; der Kegelschnitt geht über in die Verbindungslinie 
AB, die Geraden sind die Tangenten in den Doppelpunkten, und der Satz 
lautet: 

Die Doppelpunkte und die vier Schnittpunkte ihrer Tangenten mit 
der Curve sind Punkte eines Kegelschnittes. 

Im zweiten Falle können die Punkte P und P', Q und 0’ u. s. w. 
zusammenfallen, es folgt hieraus der Satz: 

Zieht man aus A und aus B zwei Tangenten an die Öurve, so kann 
eine Curve dritter Ordnung construirt werden durch A, B, die die Curve 
C, in den Berührungspunkten P, Q, R, S berührt. 

16. Aus der Eigenschaft der Raumeurven vierter Ordnung, dass 
durch eine beliebige Gerade acht Tangentialebenen an die Curve construirt 
werden können *), ergiebt sich, dass die Curve C, von der achten Klasse 
ist; da weiter die Zahl dieser Tangentialebenen für jeden Schnittpunkt der 
(reraden mit der Raumeurve um zwei vermindert wird, so giebt es durch 
die Projeetionsstrahlen a und 5 nur vier Tangentialebenen und deshalb 
auch aus den Punkten A und B nur vier Tangenten an die Curve. 

Aus der Betrachtung der ebenen Curve C, als Uentralprojeetion der 
Raumeurve 4* ergiebt sich ein geometrischer Beweis der Eigenschaft, dass 
die beiden Büschel der vier Tangenten aus den Doppelpunkten gleiches 
Doppelverhältniss besitzen **). 


*) Reye, G. d. IL. II, 156. 


**) Der analytische Beweis findet sich in Salmon-Fiedler, Anal. Geometrie der 
höheren ebenen Curven. Zweite Auflage. S. 317. 
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Der Beweis kann auf folgende Weise gegeben werden: 

Diejenigen Geraden, deren Polaren in Bezug auf die Flächen des 
F’-Büschels, deren Grundeurve 4° ist, Kegelflächen bilden, gehören bekannt- 
lich zu einem tetraedralen Strahleneomplex, dessen Hauptpunkte die vier 
Mittelpunkte der zum Büschel gehörenden Kegelflächen sind *). Zu dem 
Complex gehören auch die Tangenten der Grundeurve k*; denn ihre Polaren 
schneiden sich in ihren Berührungspunkten mit der Curve, und deshalb ist 
das Doppelverhältniss der durch eine dieser Tangenten und die Haupt- 
punkte gelegten Ebenen constant. 

Da weiter diese Ebenen zugleich Tangentialebenen der vier Kegel- 
flächen des F’-Büschels sind, so lautet dieser Satz in anderen Worten: 

Das Doppelverhältniss der vier Tangentialebenen, welche durch eine 
Tangente der Grundeurve noch an dieselbe gehen, ist constant. 

Man betrachte nun die durch die Raumeurve vierter Ordnung und 
die Projeetionsstrahlen «@ und 5b gelegte Regelfläche zweiter Ordnung F’; 
auf dieser wird die Raumeurve berührt durch vier Gerade tit;tit} der 
Schaar, zu welcher a gehört, sowie durch vier Gerade t} t3t3t; der Schaar b. 
Dadurch entstehen die gleichen Doppelverhältnisse: 


(a.tBBh) = (RBBR), 
(b.tttt) = (tt) *), 


und da dem vorigen Satze zufolge die beiden zweiten Glieder dieser Glei- 
chungen denselben Werth haben, so ist dies auch der Fall mit den ersten 
Gliedern. Die zwei Ebenenbüschel endlich schneiden die Ebene der Curve 
C, in den aus den Doppelpunkten an die Curve gezogenen Tangenten, und 
die beiden Tangentenbüschel besitzen also dasselbe Doppelverhältniss. 

17. Schliesslich ist es möglich, auch die Construction der Doppel- 
tangenten der ebenen Öurve C, auf die Construction der vier Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte zurückzuführen. Dazu werden die Doppeltangenten 
als besondere Fälle von vierfach berührenden Kegelschnitten betrachtet; 
die letzteren ergeben sich als Durchschnitte der Tlangentenkegel aus P an 
die Flächen des F°-Büschels mit der Ebene von C;; sie haben ihre vier 


*) Reye, G. d. L. II, 145, 148. 
‘*) Dieser Satz findet sich als ungelöste Aufgabe in Fiedler, Darst. Geometrie. 11. 
Ss. 172—173. Der hier gegebene Beweis für zwei Sehnen, die einander schneiden, kann 
ausgedehnt werden auf zwei beliebige Sehnen. 
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Berührungspunkte in den Schnittpunkten von C, mit Kegelschnitten, die in 
den Punkten A und B zwei feste Gerade berühren *). 

Die Doppeltangenten entstehen als Oentralprojeetionen der Durch- 
schnitte der Polarebenen von P in Bezug auf die vier Kegelflächen des 
F’-Büschels; die Schnittpunkte von zwei zu einander gehörenden Doppel- 
tangenten sind also die aus P bewirkten Projeetionen der Mittelpunkte dieser 
Kegelflächen. Diese Mittelpunkte sind weiter die Schnittpunkte der Raum- 
eurven dritter Ordnung, welche die geometrischen Oerter der Pole in Bezug 
auf den F’-Büschel von zwei Ebenen « und 2 durch P bilden; sie werden 
aus P als Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt oder als ein 
Kegelschnitt projieirt, je nachdem P auf der Curve oder ausserhalb der- 
selben gelegen ist. 

Es sei nın 4 die kubische Raumeurve, die den geometrischen Ort 
der Pole einer durch P gehenden Ebene « bildet; diese Ebene schneide 
die Ebene von C, in ec. Aus P construire man weiter den Berührungs- 
kegel einer Fläche des Büschels, welcher den vierfach berührenden Kegel- 
schnitt X, liefert, und den Pol von « in Bezug auf die Fläche, welche in 
C projieirt wird; so ist C der Pol von e in Bezug auf K,, hieraus er- 
giebt sich: 

Der geometrische Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf das 
System der vierfach berührenden Kegelschnitte, deren Berührungspunkte 
auf den Schnittpunkten von C, mit einem Büschel Kegelschnitte gelegen 
sind, der zwei feste Gerade durch A und B in diesen Punkten berührt, ist 
eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt; diese Curve geht in 
einen Kegelschnitt für die Gerade AB über. Dieser Kegelschnitt ist zugleich 
der geometrische Ort aller Doppelpunkte der Curven dritter Ordnung. 

Die Schnittpunkte der Paare zu einander gehörender Doppeltangenten 
werden nun bestimmt als Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer Curve 
dritter Ordnung, deren Doppelpunkt auf ihm gelegen ist; die Lösung dieses 
Problems wird ganz auf die der Probleme von 5. zurückgeführt. 

Es muss beachtet werden, dass zur Construction der Fläche F’, deren 
Durchschnitt mit AK* die Raumeurve 4* bildet, auf jeder der Geraden a und 
b zwei Punkte beliebig gewählt werden können, die Punkte von 4* sein 
sollen. Die Tangentenebenen in diesen Punkten bestimmen dann F’ voll- 


*) Die vollständige Theorie findet sich Fiedler, Darst. Geometrie. Il. $ 40. 
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ständig, und die in Bezug auf P zu 4* conjugirte Gerade p verbindet die 
Punkte auf a und 5b, die in Bezug auf P zu den angenommenen Punkten 
der Raumeurve harmonisch liegen. Die Tangentenebenen in den ange- 
nommenen Punkten von 4 und die in den Schnittpunkten von p mit a und 
b schneiden nun die Ebene von C, in den Tangenten in den Doppelpunk- 
ten A und B und in den Geraden, die durch den Büschel Kegelschnitte 
berührt werden, und die letzteren sind conjugirt harmonisch zu AB in den 
beiden Strahlenbüscheln, deren Mittelpunkte A und B und deren andere 
conjugirt harmonische Strahlen die Tangenten in diesen Doppelpunkten sind. 
Die beiden festen Geraden durch A und B können also construirt werden. 
18. Aus der Bemerkung bei 4. folgt, dass beide Doppelpunkte einer 
ebenen Curve vierter Ordnung conjugirt imaginär sein können; imaginäre 
Punkte und Gerade können gleichfalls bei jeder der behandelten Construc- 
tionen auftreten; ausser den allgemeinen Fällen der Curve, die eintheilig, 
zweitheilig oder ganz imaginär sein kann, kann sie noch besondere Formen 
haben. So können durch specielle Lage der erzeugenden Büschel zu ein- 
ander die Formen von Doppelpunkten entstehen, welche unter dem Namen 
;erührungsknoten, Knotenspitze, Osculationsspitze u. s. w. bekannt sind. 
Da diese Arbeit nur den Zweck hat, einige allgemeine Constructionen her- 
vorzuheben, so wird die Diseussion dieser Fälle und der dazu gehörigen 
Construetionen an diesem Orte unterlassen. | 
Tilburg, im April 1886. 





Zwei geometrische Beweise eines Satzes von Hesse. 
Hierzu Figurentafel 1. 


(Von Herrn Fritz Hofmann in München.) 


Sind in einem Vierseit zweimal zwei gegenüberliegende Seiten 
eonjugirt in Bezug auf einen Kegelschnitt, so sind es auch die Dia- 
gonalen.“ 

Von diesem Satze, der sich an mehreren Stellen von Hesses Schriften 
bewiesen findet *) und der gewöhnlich geradezu nach ihm der „, Hessesche 
Satz“ genannt wird, sollen im Folgenden zwei einfache Beweise mitgetheilt 
werden, von welchen vielleicht der zweite durch die ihm zu Grunde lie- 
gende Methode ungewöhnlich erscheinen dürfte. Zu seiner Durchführung 
genügt nämlich die richtige „Betrachtung“, die richtige „Deutung“ der vor- 
gegebenen Figur von zwei Dimensionen als Bild einer solchen von drei 
Dimensionen; ohne dass der vorgegebenen Figur eine einzige neue Hülfs- 
linie hinzugefügt würde. Die ebene Figur wird aufgefasst als Schein eines 
räumlichen Gebildes; zwei gewisse kritische Linien der vorgegebenen, 
ebenen, Figur — nämlich die Diagonalen — können dann interpretirt 
werden als Bilder von gewissen räumlichen Geraden, deren polare Bezie- 
hungen, im Raume, zu den andern Theilen der räumlichen Figur besonders 
einfach herzustellen sind. Aus der Existenz dieser räumlichen Beziehungen 
schliesst man wiederum auf gewisse Verhältnisse im Strahlenbündel, welches 
die räumliche Figur dem betrachtenden Auge übermittelt, und demnach 
schliesslich auf Beziehungen in jenem ebenen Schein selbst, welcher iden- 
tisch ist mit der von vornherein vorgegebenen Figur; — Beziehungen, 
die nichts weiter sind als eine Aussprache des zu beweisenden Satzes. 


*) Vergl. dessen „Sieben Vorlesungen aus der anal. Geom. der Kegelschn. 1574“ 
pag. 32. Ein ausführliches Literaturverzeichniss für diesen Satz giebt Baltzers „Analvyt. 
Geom. 1882“, pag. 212. Dasselbe findet sich noch weiter ergänzt in des Verfassers 
„Constructionen doppelt berührender Kegelschnitte, Leipzig“, pag. 73. 











F. Hofmann, Beweise eines Satzes von Hesse. 


A. 

Ist ein Kegelschnitt X vorgegeben (Fig. 1), und sind in seiner Ebene 
zwei beliebige Punkte A, B fest angenommen, so kann man jeden Strahl 
des Büschels A schneiden mit jenem Strahl durch B, welcher ihm in Bezug 
auf K eonjugirt ist. 

Als Ort der Schnittpunkte von je zwei einander so zugewiesenen 
Strahlen der Büschel A und B erhält man einen Kegelschnitt M. Zieht 
man eine Tangente von A an K, so ist ihr Pol in Bezug auf K identisch 
mit ihrem Berührpunkte; daher geht der Kegelschnitt M durch die vier 
Berührpunkte der von A und B an K möglichen Tangenten. Da M zu- 
gleich durch A und B selbst geht, so folgt der Satz: „Sind AB beliebig 


oO 
gegeben, so liegen die sechs Punkte, — nämlich die beiden Punkte A und 


B, sowie die vier Berührpunkte der Tangenten an K von A und B aus — 
alle auf einem Kegelschnitte N“ *). — 

Was den Pol C anlangt der Verbindungsgeraden (y) von A und B, 
in Bezug auf K, so kann derselbe mit Hülfe dieses Kegelschnitts M er- 
mittelt werden. Derselbe liest nämlich, nach der Definition von M, auf 
jenem Strahle durch B, welcher im Büschel B zugewiesen ist dem Strahl y 
des Büschels A. Daher liegt der Pol C von y, in Bezug auf K, auf der 
Tangente an M durch B. Aus demselben Grunde liegt er auch auf der 


*) Man kann diesen Satz auf verschiedene Weise als Specialisirung eines allge- 
meineren erkennen, welcher nicht mehr von einem Punktepaar AB spricht, sondern von 
einem zweiten Kegelschnitte K’, ausser dem vorgegebenen K. Von der oben gegebenen 
Erzeugungsweise des Kegelschnitts ist die folgende nicht verschieden: Man frage nach 
dem „Ort jener Punkte R, von welchen aus die Punkte AB durch ein Linienpaar pro- 
jieirt werden, welches die T angenten von R an K harmonisch trennt“. 

Nun ist aber bekannt (Salmon-Fiedler, Kegelschn. Art. 356), dass der Ort jener 
Punkte, von welchen aus zwei vorgegebene Kegelschnitte K und K’ durch zwei einander 
harmonisch trennende Tangentenpaare projleirt "werden, ein Kegelschnitt ist; und so ge- 
lang! man auf die Existenz unsres Kegelschnittes M, indem man eben den Kegelschnitt 
K' ausarten lässt in A und B. Vgl. noc h wegen dieses Kegelschnittes: Clebsch- Lindemann, 
Vorlesungen über Geom. pag. 231, sowie Salmon-Fiedler, Lessons on modern higher algebra 
art. 134, Beispiel 3. — Eine -— nach Niederschrift des gegenwärtigen Artikels ersc hienene — 
Monographie des Verfassers: „Synthetische Grundlagen "der Theorie des Tetraedroid-Com- 
plexes, Leipzig 1887“ hat eine eingehende Discussion dieses Kegelschnitts zum Haupt- 
vegenstand. 

Oder noch einfacher: die acht Berührpunkte der vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten von ar Kegelschnitten KK’ liegen wieder auf einem Kegelschnitte (Salmon- 
Fiedler, a. a. 0. 554): artet nun K’ aus in das Punktepaar A und B, so erhält man 
wieder die Figur unsres Satzes. Vergl. auch noch v. Staudt: „Geometrie der Lage“ I, 
art. 295. 
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Tangente an M durch A; und man hat: „Der Pol der Geraden y ist iden- 
tisch für die beiden Kegelschnitte X und M“. 

Wäre nun vorgegeben (Fig. 2) — um auf Hesses Satz zu gelangen: 
die beiden Geraden durch A: 2 und 3, durch B: 1 und 4, und es sei, nach 
der Voraussetzung, conjugirt 1 zu 3, 2 zu 4, so wäre zu beweisen, da wir 
ja ein Vierseit 1234 vor uns haben, dessen Seiten (paarweise, je zwei 
gegenüberliegende) conjugirt sind, „dass die Verbindungslinie DE (die eine 
Diagonale) durch den Pol von AB (der andern Diagonale), in Bezug auf 
K, hindurchgeht“. — 

Nach Einzeichnung des vorhin besprochenen Kegelschnittes M ist 
aber diese T'hatsache direet der Figur zu entnehmen. Nach der Voraus- 
setzung sind 13 conjugirt, sowie auch 24; demnach sind die Punkte (13), 
(24) der Figur 2 Punkte unsres Kegelschnittes M, wie er oben definirt 
wurde für die Punkte AB und den Kegelschnitt K. 

Wir können also jenen Kegelschnitt M durch A, B (13), (24) führen 
und schliesslich noch an M die beiden Tangenten in A und B legen 
(letztere schneiden sich, wie oben bewiesen, im Pole der Geraden y in 
Bezug auf K). Für diesen Kegelschnitt M wollen wir nunmehr das Sechs- 
eck betrachten, das gebildet wird von folgenden sechs Punkten: 

A (doppelt gerechnet); (13); B (doppelt gerechnet); (24): 
oder von den sechs Geraden: 

Tangente in A; 3; 1; Tangente in B; 4; 2. 

Für dieses Sechseck sind gegenüberliegende Seitenpaare: 

erstens: die beiden Tangenten in A und B; 

dann: die mit 3 und 4 bezeichneten Geraden: 

schliesslich: die mit 1 und 2 bezeichneten Geraden. 

Daher schliesslich nach Pascals Theorem: Die Verbindungslinie ED geht 
durch den Schnittpunkt der beiden Tangenten an M in A und B; d.h. sie 
geht durch den Pol von y in Bezug auf K. Dies war zu beweisen. — 


B. 

Dieser zweite Beweis setzt sich aus drei Schlüssen zusammen, welche 

sämmtlich an derselben Figur vollzogen werden, indem dieselbe, zunächst 

eben gezeichnet, interpretirt wird als Bild räumlicher Dinge schliesslich 

aber, wieder als ebene Zeichnung aufgefasst, den Hesseschen Satz direet 
liefert. 

Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 
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I. Wird von der beifolgenden ebenen Figur (Nr. 3) vorausgesetzt, 
dass sie durch richtige Ausführung folgender Constructionen hergestellt 
wurde: „durch den Pol (l) der Geraden 1 wurde die Gerade 3 gezogen, 
durch den Pol (II) der Geraden 2 wurde die Gerade 4 gezogen“, — dann 
darf man sich ein Ellipsoid als möglich vorstellen, welches dem Auge er- 
scheint als durch die Ellipse X projieirt, und ferner darf man sich vorstellen 
ein windschiefes, zusammenhängendes Vierseit von vier Geraden 1234 im 
Raume, welche paarweise — je zwei gegenüberliegende — reciproke 
Polaren sind in Bezug auf jenes Ellipsoid und dem Auge erscheinen als 
die Geraden 1234 der Figur: 

Oder mit andern Worten: Man kann die ebene Figur 3 verbunden 
denken mit dem nicht in ihrer Ebene gelegenen Augpunkte P (von welchem 
aus man sie betrachtet) durch einen projieirenden Kegel (durch die Curve K 
gehend), sowie durch vier Ebenen, welche alle durch den Augpunkt gehen 
und die vier Geraden 1, oder 2, 3, 4. 

In dieses „Strahlenbündel“ von projieirenden Geraden und Ebenen durch 
den Augpunkt P darf man die körperliche Figur eines Ellipsoids mit einem 
windschiefen Vierseit von jenen Polareigenschaften sich eingezeichnet denken, 
so zwar, dass jenes Strahlenbündel durch P ein richtiges Bild dieser räum- 
lichen Figur giebt, zugleich aber auch in der räumlichen Figur die vier 
windschiefen Geraden, von welchen immer je zwei reciproke Polaren sein 
sollen in Bezug auf das Ellipsoid, als solche richtig construirt sind. 

Kurz: „Man kann in das Strahlenbündel vom Auge nach der ebenen 
Figur eine solche räumliche Figur einfügen“. — 

II. In der räumlichen Figur sind die beiden windschiefen Geraden 
AB, DE reciproke Polaren in Bezug auf das Ellipsoid. — 

Ill. Zwei windschiefe Gerade AB, DE, welche receiproke Polaren 
sind in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung, bilden, von einem beliebigen 
Punkte des Raumes aus betrachtet, mit dem Bilde dieser Fläche selbst die 
Figur von zwei conjugirten Geraden in Bezug auf einen Kegelschnitt. 

Mit andern Worten: „Ist eine Kaumfigur vorgegeben, welche ent- 
hält: eine Fläche zweiter Ordnung, sowie zwei windschiefe Gerade, die 
reciproke Polaren sind in Bezug auf diese Fläche; so kann man durch diese 
Raumfigur, sowie einen beliebigen (Aug-) Punkt ein Strahlenbündel legen, 
welches dieselbe mit dem Punkte verbindet. In diesem Strahlenbündel — 
bestehend aus einem Kegel und zwei Ebenen — sind die beiden Ebenen 
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polar conjugirt in Bezug auf den Kegel; demnach wird dieses Strahlenbündel 
geschnitten von jeder (Zeichnungs-) Ebene in der Figur eines Kegelschnitts, 
für welchen die Spuren jener beiden Ebenen eonjugirte Polaren sind“. 


Es ist evident, dass mit diesen drei Schlüssen der strenge Beweis 
des Hesseschen Satzes geleistet ist. Wir wiederholen denselben in möglichst 
zusammengedrängter Form, wie er sich schliesslich — nach Erledigung 
der obigen Theile der Beweiskette — gestaltet: 

„Die ebene Figur 3 ist (I.) das Bild eines Ellipsoids mit einem 
windschiefen, zusammenhängenden Vierseit, von welchem immer je zwei 
gegenüberliegende Seiten reeiproke Polaren sind in Bezug auf das Ellipsoid. 

Von einem solchen Vierseit weiss man (II.), dass auch die wind- 
schiefen Diagonalen reciproke Polaren sind in Bezug auf dasselbe Ellipsoid. 

Solche Polaren erscheinen (IIl.) immer als Gerade, welche conjugirt 
sind in Bezug auf das ebene Bild des Ellipsoids. — 

Zum Beweise der drei Abtheilungen werden wir uns mit Vortheil — 
der Kürze wegen — einer metrischen Speeialisirung jener „Fläche zweiter 
Ordnung“ bedienen, nämlich einer Kugel: zugleich auch, statt vom Kegel- 
schnitte X mit zwei für ihn conjugirten Geradenpaaren 13, 24 zu sprechen, 
uns denken den imaginären Kugelkreis vorgegeben auf der unendlich fernen 
Ebene, nebst vier auf dieser Ebene gegebenen Stellungen 13, 24; von 
welchen 1 auf 3, dann auch 2 auf 4 senkrecht ist. 

D. h. statt des Hesseschen Satzes in seiner allgemeinen Form werden 
wir den folgenden Satz beweisen: „Sind durch einen Punkt P zwei Ebenen- 
paare 13 und 24 gegeben, derart, dass die Ebene 1 auf 3, und die Ebene 
2 auf 4 senkrecht steht, dann kann man einerseits eine Ebene ED legen 
durch die Schnittgeraden der Ebene (12) und jene von (34), andrerseits 
eine Ebene AB durch die Schnittgeraden von (14) und (23); diese beiden 
so erhaltenen Ebenen durch P stehen auf einander senkrecht“ *). 

Und an Stelle jenes Ellipsoids wird man die Existenz einer Kugel 
zu beweisen haben, welche P zum Mittelpunkt hat (denn in Bezug auf die 
Fläche zweiter Ordnung, als deren Bild eine ebene Öurve erscheint, ist der 
Augpunkt Pol der Zeichnungsebene, welche die ebene Curve enthält —: 


*) Fast in derselben Fassung findet sich dieser Satz bei v. Staudt: „Geometrie der 
Lage I“, Art. 349; auch dort wird er erwähnt als Specialisirung des allgemeineren Hesse- 
schen Satzes (a. a. 0. 244). 


23” 
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im allgemeinen Fall ist also die aufzustellende Fläche zweiter Ordnung 
dadurch charakterisirt, dass sie erstens durch die vorgegebene ebene Curve 
seht, andererseits den Augpunkt als Pol der Zeiehnungsebene aufweist; — 
demnach ist für unsere Specialisirung eine Kugel zu fordern, weil eine solche 
den unendlich fernen Kugelkreis enthält, andererseits muss P zusammen- 
fallen mit dem Pole der (unendlich fernen) Ebene, welche jenen Kugel- 
kreis enthält; d.h. ? muss Mittelpunkt der nachzuweisenden Kugel werden). 

Kann in dieser neuen Form der Nachweis des Satzes erbracht werden, 
so hat derselbe vollständige Beweiskraft für den allgemeinen Fall: an jeder 
Stelle könnte ja derselbe übertragen werden in die Sprache der allgemeinen, 
synthetischen Geometrie, und wir schlagen diesen Weg der Speeialisirung 
nur ein — es sei ausdrücklich wiederholt —, weil sowohl die nothwendigen 
Figuren übersichtlicher ausfallen, als auch die Aussprache der Beweise an 
Kürze gewinnt. 


Es wäre also zu zeigen: 

l. Wenn vorgegeben zweimal 2 Stellungen von Ebenen, die paar- 
weise auf einander senkrecht sind: 1 auf 3, 2 auf 4, so kann durch jeden 
Punkt des Raumes P eine Kugel z gelegt werden mit P als Mittelpunkt, 
für welche ein windsehiefes Vierseit, gebildet aus vier Geraden 1234, 
von .der Beschaffenheit existirt, dass die vier Geraden 1234 von P aus 
durch Ebenen von jenen vier Stellungen 12 34 projieirt werden, und zugleich 
die Raumgeraden 1 und 5, 2 und 4 paarweise reeiproke Polaren vorstellen 
in Bezug auf die Kugel. 

lI. Die Diagonalen dieses räumlichen Vierseits AB, DE sind reci- 
proke Polaren in Bezug auf die Kugel. 

Ill. Je zwei reciproke Polaren einer Kugel werden vom Mittel- 
punkte aus durch Ebenen projieirt, die auf einander senkrecht stehen. 

Sei nun vorgegeben (Fig. 4) ein Punkt P, sowie zwei Ebenenpaare 
1 und 3, 2 und 4 durch P (paarweise senkrecht stehend). Es wird sich 
im Beweise ad I. ergeben, dass, sobald eine der vier Geraden des Vierseits 
willkürlich angenommen ist, z. B. AD auf der Ebene 1 (senkrecht zur 
Ebene 3), dann das ganze Vierseit nur noch auf eine Art vollendet werden 
kann, dass dann aber auch die Kugel bestimmt ist, für welche das Vierseit 
ADBE zweimal 2 reeiproke Polaren enthält. — 

ad I. Der Nachweis von I. geht in folgender Richtung vorwärts: 
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Wir nehmen zunächst eine Seite AD beliebig an in der Ebene 1 (wir nehmen 
aber jedenfalls DA senkrecht zur Ebene 3, aus Rücksicht für die später 
auftretende Kugel, deren polare Eigenschaften es ja mit sich bringen, dass, 
wenn die Gerade AD und eine in der Ebene BEP verlaufende Gerade reci- 
proke Polaren sind, die Gerade AD senkrecht stehen muss auf der Ebene 
3 durch BE und den Mittelpunkt). 

Diese Gerade AD wird getroffen von der vorgegebenen Ebene 2 in 
D, von der Ebene 4 in A; von D aus fälle man eine Senkrechte DB auf 
die Ebene 4 (dieselbe verläuft in der Ebene 2, sie steht im Punkte d senk- 
recht auf der Schnittgeraden m von 2 und 4), welche die Ebene 3 in B 
treffe; und von A aus fälle man eine Senkrechte A«E auf die Ebene 2 
(dieselbe verläuft in der Ebene 4, sie steht im Punkte « senkrecht auf ), 
welche die Ebene 3 in E treffe. 

Hierauf bestimme man die beiden Punkte xy (dieselben sind in Fig. 4 
weggelassen), welche zugleich « und d harmonisch trennen auf z, zugleich 
aber von P gleichweit entfernt sind. Durch die Punkte zy kann man dann 
eine Kugel legen mit dem Mittelpunkte P. 

Von dieser Kugel kann man sogleich zeigen, dass die Geraden AE 
und BD für sie reciproke Polaren sind (Fig. 5). Wir haben zwei Gerade, 
die in zwei zu einander senkrechten — durch den Mittelpunkt gehenden — 
Ebenen 2 und 4 verlaufen, derart, dass diese Geraden zugleich beide 
senkrecht stehen auf der Schnittgeraden x der beiden Ebenen; ferner sind 
die Fusspunkte «d dieser beiden Geraden harmonisch getrennt durch die 
Punkte zy, welche die Kugel z auf r ausschneidet: diese Dinge definiren 
ja geradezu die beiden Geraden durch « und d als reeiproke Polaren in 
Bezug auf x. 

Wir kehren nunmehr zur Figur 4 zurück, um uns die Frage vor- 
zulegen: Wo ist die reeiproke Polare der Geraden AD in Bezug auf die 
soeben bestimmte Kugel z zu suchen? 

Da die Gerade AD senkrecht steht auf der Ebene 3 dureh den 
Mittelpunkt, so muss diese reeiproke Polare auf dieser Ebene 3 verlaufen. 
Da die Gerade AD die Gerade BD schneidet, so muss ihre reeiproke Polare 
auch die reciproke Polare von BD schneiden, nämlich AE; und da die 
Gerade AD auch die Gerade AE schneidet, so muss ihre reeiproke Polare 
auch BD treffen, letzteres als reciproke Polare von AE. 

Demnach: die gesuchte Gerade muss sowohl die Geraden AE, BD 
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schneiden als auch auf 3 liegen; sie ist also identisch mit der Verbindungs- 
linie BE jener beiden Punkte, wo die vorhin eonstruirten Senkrechten durch 
D und A die Ebene 3 durchstossen: „BE ist die reciproke Polare von AD 
in Bezug auf die Kugel z.“ 

(Nebenbei ist der — gar nicht selbstverständliche — Satz gewonnen, 
dass die Verbindungslinie BE senkrecht steht auf der Schnittgeraden o der 
Ebenen 1 und 5). 

„Somit können wir nun das windschiefe, zusammenhängende Vier- 
seit ADBE im Raume umfahren und von ihm, dessen Seiten sämmtlich 
durch die vier vorgegebenen Ebenen nach P projieirt werden, aussagen, 
dass seine zwei Paare von je zwei gegenüberliegenden Seiten, nämlich 
AD und BE einerseits, AE und BD andererseits, reciproke Polaren sind 
in Bezug auf x. 

ad II. Indem wir uns ferner gestatten, die Bezeichnung 1, 2, 3, 4 
gleichzeitig anzuwenden sowohl für eine Ebene durch P, als auch für die 
auf ihr gelegene Seite des Vierseits, können wir die Bestimmung der reci- 
proken Polaren von ED (im Raume, in Bezug auf die Kugel x) rasch er- 
ledigen. Diese Gerade ED verbindet die Punkte (12) und (34) (Fig. 6), 
demnach ist ihre reciproke Polare identisch mit der Schnittgeraden der 
Polarebenen dieser beiden Punkte. Nun ist nach den Sätzen der räumlichen 
Polarentheorie die Polarebene des Schnittpunktes (12) identisch mit der Ver- 
bindungsebene 34 (weil die Geraden 3 und 4 die reciproken Polaren sind 
von 1, resp. 2); zugleich ist die Polarebene des Schnittpunktes (34) iden- 
tisch mit der Ebene 12. Diese Ebenen 34, 12 schneiden sich längs der 
(Greraden AB. 

„Demnach sind in einem windschiefen Vierseit, derart wie wir es 
soeben für die Kugel x bestimmt haben, wo nämlich zwei gegenüberliegende 
Seiten immer reciproke Polaren sind in Bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung, auch die Diagonalen reciproke Polaren.“ 

ad III. Dass zwei reciproke Polaren in Bezug auf eine Kugel vom 
Mittelpunkte aus durch zwei zu einander senkrechte Ebenen projieirt werden, 
gehört den Elementen der Stereometrie an. 

Diese Bemerkung ist vollständig äquivalent einem strengen Beweise 
zu dem pag. 178, 1II. gegebenen, viel allgemeiner erscheinenden Satze. 
Denn für eine Kugel ist deren Mittelpunkt durch nichts speecialisirt — in 
synthetischem Sinne. 
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Hiermit erscheint in der That der verlangte Beweis vollständig ge- 
liefert. Die Gerade DE giebt, mit dem Mittelpunkt verbunden, genau jene 
Ebene durch die Schnittgeraden (12) und (34), von welchen die oben ge- 
gebene metrische Fassung unseres Satzes spricht; desgleiehen giebt die 
Gerade AB, mit dem Mittelpunkt verbunden, die Ebene durch die Sehnitt- 
geraden (23) und (14); die Ebenen DEP und ABP stehen aber senkrecht 
aufeinander, denn die Gerade DE steht senkrecht auf der Ebene ABP — 
nach elementaren Beziehungen im Polarsysteme einer Kugel. 

Anmerkung. Es wurde schon im Eingang des Beweises (zu I) be- 
merkt, dass die Lage der Geraden AD keine ganz willkürliche ist in der 
Ebene 1, sondern dass sie senkrecht geführt werden müsste zur Ebene 3. 
um die schliessliche Construction der Kugel zu ermöglichen. 

Dies ist wichtig für den Fall, dass die allgemeine Figur (No. 3), 
interpretirt werden sollte als Bild räumlicher Vorgänge. Die Stelle, wo die 
räumlich werdende Gerade AD die Zeichnungsebene (die Polarebene des 
Auges), wirklich durchsetzt, ist nicht willkürlich zu nehmen, sondern darf 
nur in den Pol der Geraden 3 in Bezug auf den Kegelschnitt K versetzt 
werden. Desgleichen geht die räumliche Gerade 2, soll die Figur schliess- 
lich richtig ausfallen, immer durch den Pol von 4, die Raumgerade 3 dureh 
den Pol von 1. Dies ist wohl zu beachten, wenn der Leser versuchen 
wollte, durch darstellende Geometrie an einer allgemeinen Raumfigur, wie 
sie aus Fig. 3 sich entwickelt, die Schlüsse zu wiederholen, wie sie uns die 
metrische Speecialisirung lieferte. 

Im Folgenden sind die Vorschriften vollständig gegeben, wie sie für 
eine solehe Construction nothwendig sind: 

Nachdem in der ebenen Figur die Pole von 1234 in Bezug auf K 
bestimmt sind, verlege man den Augpunkt P an eine bestimmte Stelle des 
Raumes und construire durch ihn die vier Ebenen nach 1234. In diese 
Ebenen kann man ein beliebiges sich schliessendes windschiefes Vierseit 
einzeichnen (dessen Seiten auf bestimmten Ebenen liegen, 1234, und zu- 
gleich durch bestimmte Punkte gehen, III IV IIND. 

Aber damit ist dann eine Fläche zweiter Ordnung bestimmt, zu welcher 
das Vierseit die schon oft besprochenen polaren Beziehungen hat. Die 
Construction dieser Fläche zweiter Ordnung fällt nicht mehr ganz ein- 
fach aus. Man bestimmt die räumliche Schnittgerade n der Ebenen 2, 4 
durch P und ihre Schnittpunkte «d mit den Seiten 4, 2 jenes räumlichen 
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Vierseits; hierauf lege man eine Ebene & beliebig durch x, welche den 
vorgegebenen Kegelschnitt K in uv schneide. In dieser Ebene ziehe 
man Pu, Pv; dann giebt es einen Kegelschnitt von der Eigenschaft, dass 
er die Geraden Pu, Pv berührt in «, resp. v, und dass zugleich die 
beiden auf rn gelegenen Punkte «d in Bezug auf ihn polar conjugirt 
sind. Hat man einen solchen Kegelschnitt in der Ebene & bestimmt, 
(seine Bestimmung ist eine Aufgabe vom zweiten Grade), dann giebt es 
eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch diesen Kegelschnitt geht, 
sowie zugleich durch den vorgegebenen K, und für welche die Ebene von 
K die Polarebene von P ist *). 

Von dieser Fläche zweiter Ordnung kann man zeigen, dass das vor- 
hin willkürlich geführte Vierseit 1234 auf den Ebenen 1234 ein Vier- 
seit von den öfters erwähnten polaren Eigenschaften ist. 


*) Oder: „es lässt sich eine Fläche zweiter Ordnung in den vom Auge nach K 
führenden Kegel hineinstecken, welche zugleich den soeben bestimmten Hülfskegelschnitt 
enthält“. 


München, im November 1885. 
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Sur Vequation ?-- Di 1. 


(Par M. Joseph Perott a Gra-Thumiac (Morbihan).) 


Premier Memoire. 


Introduetion. 
On sait que l’Equation 
t’—-Duw = 1. 


ou D designe un nombre entier, positif et non-carre, est toujours possible 
en nombres entiers quelle que soit la valeur de D. Il s’en faut de beau- 
coup pour qu’on puisse dire la m@me chose a l’egard de l’Equation 


t’—-Duw = —1. 
En effet, quand cette derniere &quation est possible, la forme prineipale 
reduite (1, EYD, |EYD|’—D) est @quivalente & la forme reduite 
(—1, EYD, D-\EYD!” 


et cette derniere forme est contenue dans la periode de la premiere. 

D’ou, en developpant la periode de la forme prineipale r&eduite, on 
obtient la d&ecomposition de D en une somme de deux carres premiers entre 
eux *). Toutes les fois done qu’une telle decomposition est impossible, 
comme par exemple quand D est divisible par un nombre premier de la 
forme 4n+-3, l’&quation 

’—Du = —1 


est aussi impossible **) D’autre part, cette &quation est n&cessairement 


*) Disqu. ar., art. 269. 
**) Cette proposition etait connue des Hindous. Comp. Colebrooke, Algebra, with 
Arithmetic and Mensuration, from the sanscrit of Brahmegupta and Bhäscara. l.ond. 


1517, p. 179. 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 3. 24 
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possible quand D est egal A une puissance impaire *) d’un nombre premier 
de la forme 4»+1; car dans ce cas les deux seules et uniques formes 
reduites ambigues 


(1, EVD, |EYDj’—-D) et (-1, EYD, D-|EYD|”) 


devront &tre &quivalentes entre elles.. Quand D est egal & une somme de 
deux carres sans &tre une puissance d’un nombre premier impair, l’&quation 

’-DW = —1 
est tantöt possible, tantöt impossible. C’est ainsi que, pour 

D=-85 = Y+2’= 7’+6°, 

l’equation 

U—-DuW = —1 
est satisfaite par les valeurs 

t=318, u=4l, 
tandis que, pour 

D = 221 = 11°+10° = 5°+14°, 

l’equation 

E—-DW = —1 
est impossible. En effet, la periode de la forme prineipale reduite se 
compose dans ce cas des termes (1, 14, —25), (—25, 11, 4), (4, 13, —13), 
(—13, 13, 4), (4, 11, —25), (—25, 14, 1) et ne contient pas la forme 
(—1, 14, 25). C'est cette eirconstance qui a porte Lagrange**), Legendre***) 
et Lejeune Dirichlet7) & rechercher des criteres pour determiner a priori 
si l’equation 

F—-DuW“ = —1 
est possible pour une valeur donnee de D. Nous n’insisterons d’ailleurs 
que sur les travaux de ZLejeune Dirichlet. Apres avoir demontre que 
l’equation 

U—-DwW = —1 
est toujours possible quand D est un nombre premier de la forme 4»-+-1, 


*) Comp. Lejeune Dirichlet, Einige neue Sätze über unbestimmte Gleichungen, $ 2 
(Abhandlungen der Berl. Ak. 1834) et Vorlesungen p. 202. 
**) Miscellanea Taurinensia, t. IV, p. 55 ou Oeuvres t. I, p. 722. 
“*=) Theorie des Nombres, 5'°®° edition, t. I, $ VII, p. 64—71. 
7) Einige neue Sätze über unbestimmte Gleichungen (Abh. der Berl. Ak. 1834). 
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lillustre arithmetiecien passe A la consideration du cas ol D est egal au 
double d’un nombre premier g de la forme 4241. On d@montre sans peine 
que l’Equation 

’—2quW = —1 
est toujours possible quand g est de la forme 8»+5; ce n'est done que 
le cas ou g= 8n-+1 qui presente des difficultes. Lejeune Dirichlet d&montre 
a ce sujet le theor&eme suivant: „L’&quation 


"—2qu = —1 
est toujours possible quand le nombre premier q est de la forme 16»+-9 
a, 
et que lon a2 * =—1 (mod. g)“. La proposition de Villustre arithmetieien 


peut &etre remplacee par la suivante qui dit quelque chose de plus: „La 
eondition necessaire et suffisante pour que l’&quation 


"—2qu = —|1, 
ot g designe un nombre premier de la forme 16»+-9, soit possible, est 
g—1 
qu’on ait2* —=-—1 (mod.g); si g est de la forme 16»--1 la condition 
g—1 
2 * =] (mod.g) est necessaire sans ötre suffisante“. Pour demontrer la 


proposition @noncee, nous allons faire remarquer d’abord que si l’&quation 
E—2qu’=—1 

est possible, la forme prineipale reduite est @equivalente A la forme reduite 

(—1, EY2g, 29— |EV2g!?) et la periode de la forme prineipale renferme 


par consequent une forme telle que (h, k, —h) 


) ayant ses deux termes 


extr&mes egaux et de signe contraire. On en tire 
2q = h+Kk.. 
Or si l’on pose 
qg= a+b 
en designant par a’ le carr& impair, on aura 
2q = (a+b)' +(a—b)' 
et cette decomposition sera unique dans ce sens quil n’existe pas d’autres 
earres que (a+b) et (a- b)’ dont la somme donne 2g. Il s’ensuit qu’on a 
+h = atb 
ou a peut &tre suppose positif tandis que les signes de Ah et de 5 doivent 
etre choisis convenablement. On en tire, en se souvenant que la forme 
24* 
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(h, k, —h) appartient au genre prineipal, la congruence 
atb= +1 (mod. 8), 


le signe devant &@tre choisi convenablement tant dans le premier que dans 
le second membre. Or, le nombre 5b &tant toujours divisible par quatre, 
on peut &erire 

a+b == +1 (mod. 8) 
ou a et b sont maintenant positifs, tandis que le signe du second membre 
doit &tre choisi convenablement. On voit que la condition n&cessaire *) 
pour la possibilite de l’equation 


U—2qW = —|1, 
x 2:0 ” . 5) . 
ou q designe un nombre premier de la forme 8»+1, est qu’on ait a+b = +] 
g—1 
(mod. 8), e.&. d.**) soit g= 16r+9, 2 * =—]1 (mod. g); soit q = 16n-H1, 


. 
a ° 1 (mod. q). 

En reunissant ce resultat A ceux que liillustre arithmetieien obtient 
dans son memoire, on arrive A la proposition Eenoneee. Nous n’insisterons 
pas sur les autres cas abordes par Lejeune Dirichlet, car nous nous proposons 
d’y revenir dans la suite du present article avec le sujet de laquelle ces 
:as ont plus de rapport quw’avee celui du travail que nous publions aujourd’hui. 
En effet, nous nous bornerons pour le moment A l’etude de l’&quation 


"—2gW = —1 


ot q designe un nombre premier de la forme 4n-+1. 


1. 
Le cas oü qg=8n+5 mwoffre aucune diffieulte. En effet, 2 et —2 
etant alors des non-residus quadratiques de g, la forme 


(1, EY2g', |EV2g’’—2g’) 


*) La condition n’est pas suflisante, c’est ainsi que pour D= 2.1153 on a bien 
1153 = 33°’+8” et par consequent a+b=1 (mod. 8), et cependant l’equation 
?—2306u” = —1 
est impossible. En effet, la periode de la forme prineipale se compose, pour ce deter- 
minant, des formes (1,48, —2), (—2,48, 1). 
**) Lejeune Dirichlet. Untersuchungen über die Theorie der quadratischen Formen 
(Abh. der Berl. Ak. Aus dem Jahre 1853). 
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ne peut &tre @quivalente ni ä& 
Hd olrı/): :» (9 9£/T 2) N 
(2, 2E\ “, 2jE) 1-4) nid (-2, 2E)%, g-2jEYCU), 


N 


elle le sera, par cons&dquent, & la forme *) 
ı/s 2 . 2 Nı/c 212 
(—1, EV2g’, 20’— |EV2g’}”). 
L’equation 
"—2gW = —| 
est done toujours possible quand g est un nombre premier de la forme 82-5. 


Le cas oü g est un nombre premier de la forme 8%-+-1 presente 


beaucoup plus de diffieultes **). La plus petite solution positive de lV’&quation 
e—-2u = —l 


etant {= 1, a=1, toutes les solutions positives tant de l’@quation 


que de l’equation 


s’obtiendront par la formule 
(1+Y2) = 1 
Vindice s designant un nombre entier et positif. Les solutions de l’&quation 


"2 = — 


-a.V2, 


D) 


eorrespondront d’ailleurs aux indices impairs et celles de l’&quation 
U—2u = 1 
aux indices pairs. 
Designons par o le moindre indiee positif pour lequel on a 
“,=0 (mod. g), 
tous les indices 7 pour lesquels on aura 
u,=0 (mod. g) 
seront divisibles par o, ce qui peut se d@montrer comme au $5 de notre 
travail sur les determinants irreguliers publi& iei-m&me ***), On obtient 
*) Comp. D. A. art. 258, Ill; 231, III; 187, 8 et 9. 
**) A partir d’iei nous designerons toujours par qg un nombre premier de la 


forme Sn-+1. 
) T. XCVI, p. 330. 
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immediatement, en developpant par la formule du binöme: 


(1+Y2 =14Y2 (mod. g), 
ce qui veut dire qu’en posant 


(1+Y2% = 1,+0,V2, 
on aura 
,—=l, w—=l (mod.g), 


q 


d’oüu l’on tire, comme au $5 de notre travail deja eite: 


u. 0 (mod. g) 
et par consequent 

q==1 (mod. o). 
L’equation 


P—2guW = —l 


est possible ou non suivant que o est impair ou pair. 
La premiere partie de la proposition est @vidente; car en faisant 
Us 


q 


t=1 


0) 


on obtient bien une solution de l’equation 

"—2W = —l. 
Pour rendre &vidente la seconde partie de la proposition, il suffit de faire 
remarquer que si o &tait pair et l’equation 

"—2gW = —l 
admettait une solution positive *) T, U, on devrait avoir 

T=t, qU=«, 
ou z serait impair, ce qui est absurde, le nombre 7 devant &tre divisible 
par o. Designons par 2“ Ja plus haute puissance de 2 qui divise g—1, 
la condition necessaire et suffisante pour que o soit impair est qu’on ait 


U. —— () (mod. q) 


U 


ou, si l’on veut, 


*) D’une solution queleonque de l’equation ?’— Du’ = —1, on peut toujours deduire 
une solution positive en changeant les signes d’une maniere convenable, car aucun des 
nombres t, # ne peut etre egal a zero pour une valeur non-carree de D. 
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g—1 g—1 


a4” -u-D" _g 
2y2 


Or, en designant par r une queleonque des deux solutions de la congruence 


(mod. g). 


> 


r"==2 (mod. g), 


on peut remplacer la congruence que nous venons d’obtenir par la suivante 


g—1 1 


— m 4 s 
(1 +r) 24 —(1—r) 2u 


2r 


0 (mod. g), 


d’ou Yon tire 
gl gl 
| N 2M \ 2 / \ 
(1+r) (1—r) (mod. g). 
Inversement cette derniere eongruence entraine celle de laquelle elle a 
»,, ® 14 
ete tiree, car 
g—1 g—1 
(1-+r) ” —(1-r) ” 
est toujours divisible par 2r et ce dernier nombre est premier ä q. Mul- 


tiplions maintenant les deux membres de la congruence precedente par 
1 


q 
(1-+r) ”° ; nous obtiendrons 
g—1 


f yu—l1 
(1-+r)” —1 (mod. g), 
eongruence qui, A son tour, entraine celle de laquelle elle a et& deduite, 
comme on s’en assure facilement en multipliant les deux membres de I: 
g—1 
derniere congruence par —(1—r) ” . La congruence 


g—1 


f 2u—1 - \ 

(1-Hr) —1 (mod. g), 
ou r designe la racine qu’on voudra de la congruence r = 2 (mod. g), ex- 
prime par consequent la condition necessaire et suffisante pour que l’equation 


r—-2gW = —1 
soit possible. Il s’ensuit que dans le cas ot q= 16n-+9, la congruence 
g— 
(I+r)* =-1 (mod.g) 
exprime la condition necessaire et suffisante pour que l’E&quation 


—-20W = —l 
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soit possible, tandis que dans le cas ou q= 16n+1, la condition 


1 


(Atr) ‘ —1] (mod. g) 
est necessaire. Elle n’est pas suffisante, car pour qg = 1201 = 75.16-+1, on a 
3356°==2 (mod. 1201) 
et 
337” — 534" 1 (mod. 1201), 
et malgre cela l’equation 
P—2.1201’W = —1 
est impossible. En effet, l’equation 
P—2.1201’W = 2 
est satisfaite par les valeurs 
t = 36 112 819 942 067 130 572 000 700 250, 
u = 21 261 964 919 903 790 461 282 407, 
ce qui exelut la possibilite de l’&quation 
r—2.1201’u” = —1. 


2. 


Pour reunir les deux cas, cherchons la condition necessaire et suffi- 
sante pour qu’on ait 


1 gl 


(1-+r) * (-1)® (mod. g). 


Soit g une raeine primitive de q et » le moindre residu positif de g° . 
nous aurons 
o'+1=0 (mod. g) 


v 


(1- a) l+w+w'): = (1+w)’ (mod. q). 


et par consequent 


Or puisquoon a 
(w+w') =2 (mod. g) 
et r designe une racine quelconque de la congruence 
r" =2 (mod.g), 
on peut poser 
o+w'==r (mod. g). 
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Nous obtenons ainsi, en designant par f le moindre residu positif de w’, 


A-4r)i+f) = (140) (mod. g), | 


d’ot, en Elevant les deux membres & la puissance 2 
g9—1 g—1 g—1 
(A+4r)* A+f)* =(1+w)’ (mod. g). 
On voit que la congruence 
9-1 g—1 
(1+Hr)* =(—-1)" (mod. g) 


entraine la suivante 


g—1 —1 


HN" (140)? (mod. q) 


et inversement. Il s’agit maintenant de trouver les expressions de (1--f) ' 
g—1 
(mod. g) et de (1+w) ° (mod.g) pour les substituer dans la congruence 


preeedente. 


3. 


g—1 

L’expression de (14-f) * (mod.g) s’obtient facilement A l’aide des 
considerations developpees par Gauss dans les articles 1—19 de son premier 
memoire sur les r&sidus biquadratiques *). Nous profiterons d’ailleurs d’une 
remarque de M. Stieltjes **). (Quant aux notations, nous conserverons tou- 


. —1 
jours celles de Gauss, sauf & remplacer p par g et „ par 7 - Cela 


etant ainsi, Ja congruence 
g—1 


z* +f==0 (mod. g) 


admettra comme racines tous les nombres de la classe D que nous designe- 
rons d’ailleurs avec Gauss par d, d', d",..... Le nombre de ces nombres 


etant Egal. a 7 1 


, on aura identiquement 


g—1 


(ec I")... —=r*+f (mod. g), 


”) Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio prima (Comm. soe. reg. seient. 
Gott. rec., vol. VI). 
**) Sur la theorie des residus biquadratiques (Bulletin des Sciences Math@matiques, 


2iöme serie, t. VII, p. 139). 
Journal für Mathematik Bd. CI. Heft 3. 25 
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et en faisant = —1 
A+-INAHIN)A+IN)-- =1+f (mod. g), 
g—] 


d’ou, en elevant les deux membres de la congruence & la puissance f 


g—1 
ie a 5: — (1-+f) 4 (mod. g) 


ou, en introduisant les signes de Gauss 


g—1 
-N"=ÄHf)” (mod. g) 
et par consequent 
un 


Bo e., 


4. 


g--1 
Avant de passer A la determination de la valeur de (1+w) ° (mod. gq), 
il est bon de rappeler les notions de la theorie des residus bibiquadratiques 
dans le domaine des nombres entiers rationnels. Un nombre entier a est 
dit residu bibiquadratique d’un nombre entier M, quand il est possible de 
trouver une puissance huitieme 4° telle qu’on ait 
a==h” (mod. M),. 


Si une telle puissance huitieme n’existe pas, on dit que a est non-residu 
bibiquadratique de M. Nous nous bornerons d’ailleurs au cas otı le module 
est un nombre premier qg de la forme 8r+1 et a n’est pas divisible par q. 

Soit g une racine primitive du module g, nous la prendrons pour 
base et nous distribuerons tous les moindres r&sidus positifs *) dudit module q 
en huit elasses A, B, 6, D, &E, 5, ©, 9 suivant que les indices de ces 
residus seront congrus respectivement a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod. 8). 
On sait que, la base une fois fixce, chaque nombre premier A q a une in- 
finite d’indices, mais tous ces indices sont congrus (mod. g—1) et & plus 
forte raison (mod. 8), de sorte quil est indifferent lequel des indices d’un 
residu on choisira pour determiner la classe & laquelle ce residu appartient. 
Comme d’ailleurs les puissances g', 9, 9, 9°, -.. 9°” forment un systeme 
complet de residus de tous les nombres non divisibles par g et que les 
moindres residus positifs de g’, 9’, 9", ... g’”” appartiennent A la classe A 


*) Je residu O est exelu. 
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et sont differents entre eux, ceux de g, 9’, 9”, ... g’”° appartiennent ä& la 
elasse ®B et sont differents entre eux et ainsi de suite, il est &vident que 
chaque classe contiendra le m&me nombre de moindres residus positifs, 


g—1 
t - we 


les residus bibiquadratiques, la classe & ceux des residus biquadratiques qui 
ne sont pas en m&me temps residus bibiquadratiques; les residus quadra- 


notammen On voit d’ailleurs facilement que la elasse A contiendra 


tiques qui ne sont pas en m@me temps residus biquadratiques seront par- 
tages egalement entre les classes E et ©, et enfin les non-residus quadra- 
tiques seront partages &galement entre les classes B, D, 5. 9. Mais il 
existe un autre eritere pour determiner la classe & laquelle appartient un 
moindre residu positif donne h. Designons par ® le moindre residu positif 
g-1 
de g° et soit 
h==g‘ (mod. g): 


„ (g—1 

. ir 2 3 ' 5 6  . \ 
on volt que g \ .) sera congru a 1, w, v, 0, WW, ww, w@, w' (mod. q, 
respeetivement suivant que A est de la forme Sm, 8m+l, Sm-+2, Sm-+3, 
8m-+-4, Sm+5, 8m-+6, 8m+7. Il s’ensuit qu’iun moindre residu positif donne 


h appartient & la classe A, B, 6, D, E, F, © ou 9 respectivement suivant 
g—1 


que h° est congru A 1, w, w, w, w*, ©, w, © (mod.g). Toutes les 


racines primitives &etant des non-residus quadratiques, il est Evident que toutes 
les racines primitives positives et inferieures A g seront distribudes entre les 
classes ®, D, 5, 5. Nous allons faire voir que chacune de ces quatre 
classes contiendra le m&me nombre de racines primitives.. En effet, un 
systeme complet de racines primitives (mod.g) correspond A un systeme 
complet de moindres residus positifs premiers ä g—1 (mod. g—1) consideres 
comme indices desdites racines primitives. Or il resulte de l’art. 38, I1I 
des Disquisitiones que, si l’on designe par 2“ la plus haute puissance de 2 
qui divise g—1, il y aura dans un systeme complet de moindres residus 
positifs premiers & g—1 (mod. g—1) le m@me nombre de residus congrus A 
chacun des nombres 1, 3, 5, 7, ... 2“-1 (mod. 2“). Comme d’ailleurs 
u — 3, on en tire la cons&equence que, dans un systeme complet de moindres 
residus positifs premiers a g—1 (mod. g—1), il y en aura le möme nombre 
de congrus & 1, 3, 5, 7 (mod. 8). Chacune des celasses ®, D, %. 9 con- 


ı aD 


tiendra par consequen f 


racines primitives (mod. qg). Or comme 











196 Perott, sur lequation "—Du’ = —1. 


pour tous les nombres premiers g on a p(g—1) >4, la celasse B qui con- 
tient evidemment la racine primitive g, en contiendra au moins une autre. 
Soit done @ une racine primitive de la classe ® differente de g, on aura 


G = g”+' (mod. g). 


| ar 
Designons maintenant par 2 le moindre residu positif de @ * (mod. g), 
nous aurons &evidemment 
2=ow 


d’ou il suit que, si au lieu de la racine primitive g, on prend pour base 
la racine primitive @, la distribution en classes restera la m&@me. Soit 
maintenant @ une racine primitive prise dans la elasse D, nous aurons 


9 


G == gt? (mod. g). 


Em 
Designons par 2 le moindre residu positif de @ ” (mod.g), on aura 


2=w' (mod. g), 
2=w’ (mod. g), 
2’=w" (mod. g), 


2=w (mod. g), 
= w* (mod. g), 
2=w' (mod. g), 
F=w’ (mod. g), 
!=w’ (mod. g). 


D’ou il suit que la elasse U, B, &, D, E, 5, ©, 9 suivant la base @ sera 
identique respeetivement A la classe A, D, ©, 9, E&, 9, &, 5 suivant la 
base g. 

De me&me, en designant par @ une racine primitive prise dans la 
classe %, on trouvera que la elase W, 3, &, D,&, 5%, ©, H suivant la 
base @ est identique ä la elasse W, 5, &, 9. & Bd, ©, D suivant la base g. 
Enfin, en designant par @ une racine primitive prise dans la classe 9, on 
trouve que la classe A, B, &, D, E&, 3. ©, H suivant la base @ est iden- 
tique A la classe WU, 9, ©, 5, &, D, &, DB suivant la base g. On voit que, 
quelle que soit la racine primitive qu’on prenne pour base, les celasses U 
et & restent les m&mes, ce qui est d’ailleurs &vident a priori. 

Nous considererons tout nombre h non divisible par qg comme appar- 
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tenant A la classe & laquelle appartient son moindre residu positif. Cela 
etant ainsi, il est evident qu’un nombre donne Ak non divisible par q appar- 


g—1 
tiendra & la elasse AV, B, &, D, &, 5, G ou H suivant que A” sera 
econgru A 1, w, w’, w, w*, w, w’ ou w’ (mod. g). 

Proposons-nous maintenant de determiner les classes auxquelles appar- 
tiennent les nombres —1, 2 et —2. 

g—1 

L’expression (—1) ° etant egale a +1 ou a —1 selon que le 
nombre g est de la forme 16»+1 ou de la forme 16»-+-9, il est &vident 
que —1 appartiendra & la classe A ou a la classe E suivant que g est de 
la forme 16%+1 ou de la forme 16»+9. 

Designons, comme d’habitude, par f le moindre residu positif de 


g—1 


g * (mod. g), nous aurons 
2=—f(1+f)’ (mod. g). 


u [4 , r \ . g—1 
dot, en elevant les deux membres & la puissance —, 


a. g—1 g—1 
=“ N)" .A+fM " (mod.g) 
q 1 


et en remplacant l’expression (1+f) * par sa valeur, 


—] 1 1 


7 
Be 


N * * (mod.g). 


x 


A en juger par la correspondance de Reuschle*) et de Jacobi, le theoreme 


) 
precedent est dü & liillustre geometre de Königsberg. Reuschle l’a trouve 
de son cöte, en ne s’attachant toutefois qu’A determiner si e’est dans la 
elasse A ou dans la classe & qu'il faut ranger le nombre 2, quand il est 
residu biquadratique. Il est A supposer que Jacobi demontrait ce theo- 
reme en se servant de la theorie de la division du cerele. 

On obtient facilement 


g—1 au 1. B 
f . Ss + . N 
(—2) (—f) f* (mod. g). 
ce qui veut dire que le nombre —2 appartient ä la classe W, EC, E ou © 
suivant que b est de la forme 16», 162-4, 16r»-+8 ou 16n-+-12. 


*) Neue zahlentheoretische Tabellen. (Programm des Königl. Gymnasiums zu Stutt- 
gart. Das. 1856.) 
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D. 

Quelques exemples rendront plus clairs tant les developpements qui 
precedent que ceux qui vont suivre. Nous donnons la distribution des 
moindres residus positifs en classes pour tous les modules g inferieurs & 200. 
U’est toujours la plus petite des racines primitives positives que nous prenons 


pour base. 
go, 


-83, 0-9, f=-18. 


A 1,16. 
8 3 14. 
ce 89. 
D 7,10. 
E 4 13. 
% 5, 12. 
$ 2,15. 
9 61. 


q= 4, 
g9=6, w=27, f=32 
A 1,10, 16, 18, 37. 
B 6, 14, 17, 19, 26. 
& 2, 20, 32, 33, 36. 
Dd 11, 12, 28, 34, 38. 
E 4, 23, 25, 31, 40. 
5 15, 22, 24, 27, 35. 
6 5, 8 9, 21, 39. 
6 3, 7,13, 29, 30. 
q= 13, 


g=5, o=10, f=27. 
4, 8, 16, 32, 37, 55, 64. 
10, 14, 20, 28, 39, 40, 56. 
‚27, 35, 49, 50, 54, 61, 67, 70. 
13, 26, 29, 31, 43, 51, 52, 58, 62. 
9, 18, 36, 41, 57, 65, 69, 71, 72. 
17, 33, 34, 45, 53, 59, 63, 66, 68. 
3 
1 


{ 
= 


6, 12, 19, 23, 24, 38, 46, 48. 
42, 44, 


NIE N 


30, 47, 60. 











EN IARHS 


ENGEOIAEGSS 


ve 
= 


! 


— 
Im 


RN OIR 


wm 9! 


-] 
—i 


UDO m 


n) 
Dr) 


> W 


13, 
10, 


‚ Zurz 9, 

g=3, w=31, f= 34. 
2, 4, 8, 16, 32, 39, 45, 64, 67, 18. 
6, 7, 12, 14, 23, 24, 28, 46, 48, 56. 
18, 21, 36, 42, 49, 55, 69, 72, 79, 84. 
27, 29, 37, 38, 54, 58, 59, 63, 74, 76. 
22, 25, 44, 50, 57, 73, 81, 85, 87, 88. 
41, 43, 61, 65, 66, 75, 77, 82, 83, 86. 
10, 17, 20, 34, 40, 47, 53, 68, 71, 80. 
15, 26, 30, 31, 35, 51, 52, 60, 62, 70. 

= > w— 64, [= 22. 
6, 16, 22, 35, 36, 61, 62, 75, 81, 91, 96. 
13, 14, 17, 19, 30, 67, 78, 80, 83, 84, 92. 
12, 25, 27, 32, 44, 53, 65, 70, 72, 85, 9. 
26, 28, 34, 37, 38, 59, 60, 63, 69, 71, 87. 
9, 24, 33, 43, 47, 50, 54, 64, 73, 88, 93. 
21, 23, 29, 41, 45, 52, 56, 68, 74, 76, 77. 
8, 11, 18, 31, 48, 49, 66, 79, 86, 89, 94. 
15, 39, 40, 42, 46, 51, 55, 57, 58, 82, 90. 

q = 113, 

g=3, o=18, f-R. 
4, 7, 16, 28, 30, 49, 64. 83, 85, 97, 106, 109, 112. 
12, 21, 23, 29, 34, 48, 65, 79, 84, 90, 92, 101, 110. 
11, 26, 31, 36, 44, 50, 63, 69, 77, 82, 87, 102, 104. 
19, 20, 27,, 33, 35, 37, 76, 78, 80, 86, 93, 94, 108. 
8, 14, 15, 32, 53, 56, 57, 60, 81, 98, 99, 105, 111. 
17, 24, 42, 45, 46, 55, 58, 67, 68, 71, 89, 96, 107. 
18, 22, 25, 41, 51, 52, 61, 62, 72, 88, 91, 95, 100. 
38, 39, 40, 43, 47, 54, 59, 66, 70, 73, 74, 75, 103. 
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q = 137, 
9g=3, w=127, f=10W. 

34, 38, 50, 56, 59, 60, 72, 73, 74, 88, 115, 119, 
133. 

31, 40, 43, 48, 71, 79, 82, 83, 85, 92, 95. 102, 
127. 

9, 11, 32, 39, 68, 76, 93, 100, 101, 107, 109, 112, 
129. | 

21, 26, 27, 29, 33, 47, 53, 62, 67, 80, 86, 91, 
117. 

15, 18, 22, 49, 63, 64, 65, 77, 78, 81. 87. 99, 
136. 

23, 35, 42, 45, 52, 54, 55, 58, 66, 89, 94, 97, 
134. 

19, 25, 28, 30, 36, 37, 44, 61, 69, 98, 105, 126. 
135. 
41, 46, 51, 57, 70, 75, 84, 90, 104, 108, 110, 111. 
132. 

q = 19, 
g=5, w=43, f=112. 

9, 12, 16, 43, 49, 55, 63, 81, 84, 85, 108, 
130, 138, 144, 150, 177, 181, 184, 186, 192. 

22, 34, 35, 39, 45, 52, 60, 71, 80, 82, 111, 
135, 141, 148, 154, 158, 159, 171, 174, 188. 

18, 23, 24, 25, 31, 32, 67, 83, 86, 9, 98, 
126, 161, 162, 168, 169, 170, 175, 179, 191. 

33, 38, 44, 51, 68, 70, 73, 78, 89, 90, 103, 
120, 123, 125, 142, 149, 155, 160, 164, 183. 

21, 27, 28, 36, 46, 48, 50, 59, 62, 64, 129, 
143, 145, 147, 157, 165, 166, 172, 189, 190. 

20, 37, 47, 553, 57%, 598 66, 76, 88, 91, 102, 
127, 135, 136, 140, 146, 156, 173, 178, 180. 

42, 54, 56, 65, 69, 72, 75, 92, 93, 96, 97, 
118, 121, 124, 128, 137, 139, 151, 185, 187. 

26, 30, 40, 41, 61, 74, 977, 79, 87, 94, 99, 

119, 132, 152, 153, 163, 167, 176, 182. 


106, 114, 116, 
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6. 

Designons par [00], [01], [02], [03], [04], [05], [06], [07] respeecti- 
vement le nombre des nombres de la classe *) A qui sont suivis immedia- 
tement d’un nombre de la clase V, B, &, D, €, 7. ©, 9: de mäme 
designons par [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17] respeetivement le 
nombre des nombres de la celasse = sont suivis immediatement d’un 
nombre de la celasse VW, B, 6, D,€&, %, ©, 9 et ainsi de suite. Voiei 
d’ailleurs les valeurs RASENER des u du 'Tlableau: 


[00] | [O1] | [027 | 1081 | [OA | [OO] [Os] | [on] | 
200] | | a2 | | | Tl | die | mm 
20] 21 22 Br | 151 | Be] | 7 
Bo] ‚en 2] [33] 4] | 1351 | 86] | perl 
0] Pr [42] [43] [44] [45] [46] [47] 


| Beta ke | [2] [53] [54] [55] | [56] [57] 


101 | ts en | [63] Sa, 169] [166] [67] 


mo] q 4 7 2] | [73] | 74] | [75] | [76] | [777 


pour les modules qui nous ont servi d’exemples. 




















q=11. q=4. 
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" Im FE 4, B,0C,D, €, ©, 9 sont considerees comme ne se composant 
que de moindres residus positifs a ee 
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Pour les developpements qui vont suivre, il eonvient de traiter 
separement les modules de la forme 16»+1 et ceux qui sont de la forme 
16»-+9. Nous commencerons par les premiers. 


4, 

Le symbole [00] indique de combien de manieres differentes on 
peut satisfaire a l’equation e+1=« oü eo, e' designent indefiniment des 
nombres de la classe W. Comme pour les modules g de la forme 16r-+1. 
e' et g—a' appartiennent & la m&@me classe, on peut dire aussi que [00] 
indique de combien de manieres differentes il est possible de satisfaire A 


l’equation 
l+o+0 = g. 
Cette derniere &quation peut d’ailleurs &tre remplacde par la congruence 
1+0a+0' =0 (mod. g). 
De me&me 

[01] indique le nombre des solutions de la congruence 140-7 == 0 (mod.g). 
A l+0+y7=0 (mod.g). 
103] .- l+a+d=0 (mod.g), 
[04] " l+@a+e.=0 (mod.g), 
[05] " l+e+{=0 (mod.g). 
[06] ne u“ .. l+e+n=0 (mod.g). 
107] . 1+0+4==0 (mod. g). 
[10] u 14-5-+.0 0 (mod.g). 
[11] . 1+-P+F=0 (mod.g). 


apef,yety,detd,.sete!,letl, netn, 6 et 0 designent in- 
definiment des nombres de la classe 8, 6, D, &, 5. ©, 5 respeetivement. 
On en tire immediatement les vingt-huit relations suivantes 


[01]=[10], [02]=[20], [03]=[30], [04]= [40], [05] =[50), [06] = [601 
[07]= [70], f12]=[21]), [13]=[31]), [14]=[41] [15]=[51]. [16]= fell, 
17]=[71], [23]= [32], [24]=[42], [25]=[52], [26]=[62], [27] = [72] 
[34]=[43], [35]=[53]. [36]=[63], [37]=[73]. [45]= [54]. [461 = [64] 
47)=[74], [56]=[65], [57]= [75] [67]= [76] 
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D’une solution donnee de la congruence 
1+e+P=0 (mod. g) 
se deduit immediatement une solution de la congruence 
1+49+0 ==0 (mod. g), 
en designant par 9 le nombre de la classe 9 qui donne #6 ==1 (mod. g) 
et par 9’ le moindre residu positif de «d. Ce r&sidu appartiendra evidemment 
A la elasse 9. Inversement d’une solution donnee de la congruence 
1+4+0 ==0 (mod. g) 
on peut deduire une solution de la congruence 
1+e+P==0 (mod. g), 


en designant par 5 le nombre de la classe B qui donne 0 == 1 (mod. g) 
et par « le moindre residu positif de #6. On en conelut que les deux 
congruences ont le m&me nombre de solutions, e. Ad. qu’on a 


[01] = [77]. 


De m&me de la congruence 


on deduit la congruence 
1+n+n7'==0 (mod. g), 
en determinant 7 de maniere quon ait n7==1 (mod.g) et en posant 


en==n' (mod. g). Il siensuit que les deux congruences ont le m&me nombre 
de solutions et par consequent 
[02] = [66]. 

On demontre de la m&me maniere que les congruences places sur la 
m&eme ligne horizontale dans le Tableau suivant ont le m@me nombre de 
solutions: 

lI+te+d=0 et 1+-ö40=0; 

l+o +: = et 14E+E =0; 

1+0o+5=0 et 14040 =0; 

l+e+7=0 et 147+r7=0; 

1+0e+9=0 et 1H4P4P=0; 
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1+fP+y=0, 14P+9=0 et 14+74+9=0; 
1+P+0=0, 147+9=0 e 14+{°-4n7=0; 





i 1+ß+.=0, 14949=0 e Ii+e+t=0; 
E 1+B+5=0, 14+.:.+9=0 et 14+0d+:=I; 
1 1+ß+,7=0, 14°-49=0 e 14y+d=0; 
E 1+y+e.=0, 14y+7=0 e 1+.+4n7=0; 
E 1+7+°5=0, 1+-0+7=0 e 1+d+°=0. 
F Nous obtenons ainsi les 21 relations suivantes: 
I [01] = [77], [02]=[66], [03] = [55], 
F [04]= [44], [05]=[33], [06] = [22], 
: [07]= [11], [12] = [17] = [67], 
[13] = [27] = [56], [14] = [37] = [45], 
[15] = [47] = [34], [16] = [57] = [23], 
[24] = [26] = [46], [25] = [36] = [35]. 
En y joignant les vingt-huit relations obtenues pr&c&demment, on obtient 
quarante-neuf relations qui permettent de reduire nos soixante-quatre in- 
determinees A quinze comme le montre le Tableau suivant dont les termes 
eorrespondent A ceux du Tableau que nous avons donne dans le $6. 
I | I: 1. IV V VI vu vi 
HM | VER IX X Xl All XIII IX 
Ill IX vll XII XIV AV AIV X 
IV | X xl VI All XV XV Xl 
V Xl XIV X V Xl AIV Xll 
ualuiw|iwiu IV x | x 
vn X XIV XV XIV A Il IX 
a Kr | DR 1 
8. 
Nous allons maintenant exprimer les symboles que Gauss considere 
dans les art. 15—19 *), A l’aide de ceux que nous venons d’introduire.. On 
R *) Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio prima. 
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obtient immediatement en conservant la notation de Gauss, sauf que le 
nombre premier q a pris la place de p: 


(00) = [00]4-[04]+-[40]4-[44], 
(01) = [01]+f05]-+f41]-+[45], 
(02) = [02]+-[06]-+[42]+[46] 
(08) = [03]+[07]+[43]-+[47), 
(10) = [10]+[14]4-[50]+[54). 
(11) = [11]+[15]+-[51]+[55], 
(12) = [12]+[16]+[52]-+[56], 
(13) = [13]+[17]+[53]+[57), 
(20) = [20]-+f24]-+[60]+[64], 
(21) = [21]+[25]+-[61]+[65] 
(22) = [22]-+[26]-+[62]-+[66]. 
(23) = [23]+[27]+[63]+-[67), 
(30) = [30]+[34]+-[70]+[74), 
(31) = [31]+[35]4-[71]+[75] 
(32) = [32]+[36]+[72]+[76] 
(33) = [33]4[37]+[73]4[77] 


| 


d’ou, en introduisant les signes de Gauss et les nötres: 
k= I43V, 
i= U+ VI+2XlI, 
k = I11I+ VII+2XIV, 
!= IV+VII+2XII, 
m = IX+ X-+XlI+XV. 


9. 

Nous designerons par [OR], [1R], [2R], [3R], [AR], [5R], [6R], [7R| 
respectivement le nombre des nombres de la elasse A, B, ED, &, F, 6, 9 
qui sont suivis immediatement d’un residu quadratique, et de m&me nous 
designerons par [ON], [1N], [2N], [3N], [4N], [5N], [6N], [7N] le nombre 
des nombres de la classe U, B, &, D, E, 7, ©, H qui sont suivis immediate- 
ment d’un non-residu quadratique. En comparant ces nouveaux symboles 
A ceux que nous avons introduits au $ 6, on obtient immediatement: 
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[OR] = [00]+[02]-+f04]-++[06], 
[1A] = [10]+[12]+[14]+[16], 
[2R] = [20]+[22]-+[24]+[26], 
[3R] = [30]--[32]+-[34]+[36], 
[AR] = [40]+-[42]+-[44]+[46], 
R]) = [50]+[52]+[54]+[56]. 
[6R] = [60])+[62]+[64]-+[66|], 
(R] = [70]+[72]+[74]+[76], 
[ON] = [01]+[03]+[05]+[07], 
[1N] = [11]+[13]+[15]+[17], 
[2X] = [21]+[23]+[25]+[27), 
[3N) = [31]+[33]+-[35]--[37), 
[4N] = [41]+[43]+[45]+[47], 
[5N] = [51]+[53]+[55]+[57], 
[6N] = [61]-+-[63]+[65]-+[67], 
(7X) = [71]-+[73]+[75]+[77], 
ce qui donne 
[2R]=[6R] = K, 
[2N]=[6N] = m, 
[1R])=[7N], 
[3R] = [5N |], 
[aR] = [3N], 
[7R])=[1N], 
OR]|+[4R]| = h+k, 
[(ON]+[4N] = i+1, 
[SR]+[7R]| = Im, 
[3N]+[7N] = i+m. 


Nous designerons par [RO], [Ri], [R2], [R3], [R4], [Rö], [R6]|, |R7) le 
nombre des residus quadratiques compris entre 1 et g—1 inelusivement et 
suivis immediatement d’un nombre de la elasse U, B, &, D, &, F. ©, 9: 
nous designerons de m@me par [NO], [N1], [N2], [N3], [N4], [Nö], [N6), 
(IN?) le nombre des non-residus quadratiques eompris entre 1 et g—1 et 
suivis immediatement d’un nombre de la elasse WU, B, &, D, &, %. ©, 9. 
On obtient, sans diffieulte, ä& l’aide des nombres [00], [01], [02], ete., les 
relations suivantes: 
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OR]=[RO]); [IR]=[Rl], [2R]=[R2]; [3R]=[R3]; 

(4R]=[R4|; [SR]=[R5];, [6R]=[R6]; [7R]=[RT]; 

(ON]=[NO]J; [IN]=[N]; [2N]=[N2];, [3N]= [N]; 

44N]=[N4]; [5N]=[N5]; [6N]=[N6]; [7N]=[N7) 
Designons enfin par [RR], [RN] le nombre des residus quadratiques com- 
pris entre 1 et g—1 inclusivement et suivis immediatement d’un residu qua- 
dratique, d’un non-residu quadratique; de m&me [NA], [NN] designera le 
nombre des non-residus quadratiques compris entre 1 et g—1 et suivis 
immediatement d’un residu quadratique, d’un non-residu quadratique. es 
nombres ont &t@ consideres par Gauss dans l’art. 356 de ses Disquisitiones 
arithmeticae. Gauss obtient 


[NR]=[NN]= 11. 


Or si N est un non-residu suivi d’un residu N+1=R, g—R sera un residu 
suivi d’un non-residu g—N. On en deduit facilement la relation 


o 

I[NR]= [RN] = ——- 

Enfin comme chaque residu quadratique compris entre 1 et g—1 inclusive- 

ment, sauf le residu g—1, est suivi immediatement soit d’un residu quadra- 
tique, soit d’un non-residu quadratique, on a 


[RR]+{RN] = 35° 


I 
d’ou 


u 
[RR] = 7; 


D’ailleurs comme tout nombre tant de la classe D que de la classe & doit 
etre suivi immediatement soit d’un residu quadratique soit d’un non-residu 
quadratique, on obtient 





[3R]+[3N] = 2n, 
[4R]+[4N] = 2% 
ol nous avons remplace um par n, comme nous le ferons souvent dans 
la suite. 
Cela etant ainsi, cherchons le nombre des solutions de la congruence 
1+@a+N+R=0 (mod. g) 


ou «, R, N designe indefiniment un nombre de la classe VA, un residu 
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quadratigue compris entre 1 et g—1 inelusivement, un non-residu quadratique 
compris entre 1 et g—1. On voit d’abord que, g 1 etant un r&sidu qua- 
dratique, le nombre 14-N appartiendra necessairement & une des classes 
AB, ED, €, %. 6,9. Toutes les fois que 14N appartient A la classe W. 
dans quel cas on a 1+N =. par exemple, la congruence 

@+a@a+R==0 (mod. g) 
admet autant de solutions que la suivante 

1+@+R' =0 (mod. g) 
qu’on obtient en posant 

ae=dea, R=«’R, 
e.&. d. [OR] solutions. De m&me, toutes les fois que 1--NX appartient a la 
classe ® et que l’on a 14+N = ’ par exemple, la congruence 

P’+a+R==0 (mod. g) 
a autant de solutions que la suivante 

1+0-+N' 0 (mod. g) 
qu’on obtient en posant 

6" =a, PN =R (mod. g), 
e.&.d. [7N] = [1R] solutions. 
De m&äme, toutes les fois que 14-N appartient ä la classe E et que 

Yon a 1+N=y" par exemple, la congruence 

y’+a+R==0 (mod. g) 
a autant de solutions que la suivante 

1+n+R =0 (mod. g) 
qu’on obtient en posant 

yn=za yR=R (mod. g), 
e.d&.d. [6R] = [2R] solutions. En continuant de la m&me maniere, on 
obtient, comme nombre des solutions de la congruence 
1+@+-N+R==0 (mod. g). 
expression 
[ORJ[ON]) +1 AR] IN] +[2R][2N]-+-[3R][3N]+[4R][AN\-+-[5R]5N 

+[6R][6N + [7RIITN). 

Nous allons maintenant obtenir une autre expression du m&eme nombre en 
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partant de la consideration des valeurs que peut prendre 14+«, Faisons 
remarquer d’abord qu’on ne peut faire «= g-—l, ce qui conduirait A la con- 
oruence absurde 
N+R=0 (mod. g). 

Soit 1+@ = R’, la eongruence 

R'+-N+R = 0 (mod.g) 
aura autant de solutions que la suivante 

1+N'+R' ==0 (mod. gq) 
gu’on obtient en posant 

R'N=N, RR ==R (mod.g), 


e. a. d. [NA] solutions. De m&me, quand I+«@= N’, la congruence 
N’+N+R==0 (mod. g) 
aura autant de solutions que la suivante 
1--R N 0 (mod. g) 
qu’on obtient en posant 
N’R==N, N'N =R (mod. g), 
ec. &. d. [NR] solutions. 
Nous obtenons ainsi, comme nombre des solutions de la congruence 
1+@+N+R=0 (mod. g), 
expression 
INR] ![OR]+[0N]|| = 4n(2n—1). 
D’ou Von tire la relation 
[OR]ON]-+-T1R]IN]+[2R]2N]+[3R][3N] 
+[4R][AN]+-[R][5N]+[6R][6N]-+[7R][7N] 
= 4n(2n—1) = 8n’—An. 
Nous allons rechercher d’une maniere analogue le nombre des solutions 
de la eongruence 
1+:+R+R'=0 (mod. g). 
D’abord on peut faire R=g-—1 et la congruence pre&cedente se reduit alors 
a la suivante 


e+R' —=( (mod. q) 


qui, pour toute valeur de e, donne la valeur correspondante de R’, de sorte 


ER NT 





BER uf a ie “ 








er rs 3 ER 
BR irre, 
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qu’on obtient ainsi 2» solutions. Hormis ce cas, 14-AR appartiendra a une 
des elasses A, B, CE, D, €, %, ©, 9, et en se servant de considerations 
analogues ä celles que nous avons deja employees, on obtient, comme 
nombre des solutions de la congruence 


l+e+R-+R 0 (mod. g), 
l’expression 
2n+2[OR][AR])+2[1R][5R]-+2[2R][6R]+2[3R]|TR). 
D’un autre cöte, en partant des valeurs de 1-+z, on obtient pour le m&me 
nombre l’expression 


IRR][4R]-+{NN [AN], 
ce qui nous conduit & l’Egalite 
(OR][AR]+IR][SR]+-[2R][6R]--[SR][TR| 
= —n+4[RER][AR)+1[NN][4N]. 
De m&me la congruence 
1+2.+N+N’ =20 (mod. g) 
nous conduit & l’egalite 
[ON ][4N]+[1N ][5N ]-+[2N [6X ]+-[3N [7X | 
— }{RR][AN]+S[NN][AR) 


En Yajoutant a la preeedente on obtient 


ORAR-+[IR]TSR]+[2R]6R]-+-[3R|TR]| 
a 2 [2N\[6N]+[3N [7 N] 
[RR]+-[NN || |[4R)+-[4N] 
Sn—1).2n = 8n’—2n. 


| 
+ 
= a 


En ajoutant enfin & cette derniere egalitE celle que nous avons obtenue 
A n 
pree@demment, on obtient 


[OR][ON]+[AR][AN]-[OR][AR][ON][4N] 
+f2R][2N]+[6R][6N]+[2R][6R]-+-[2N][6N) 
+[3R][3N]+[7R][7N]+H3R][7R]+[3N7N] 
+f1R][1N]+[5R][5N]+T1R][5R]-+[1N][5N] 


— 16bn°’—6n. 


D’un autre eöte on a &evidemment 
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[OR]-+[{4N]-+[ON]-+H[{AR] = 4n—1, 
[2R]+[6N]-+[2N]-+[6R] = An, 
[SR]+[7N]--[{3N]-+[7R] = 4n, 
MR]+{5N]-+[1N]-+[5R] = An. 


Or en elevant ces quatre relations au carre et en retranchant de la somme 
des resultats ainsi obtenus le quadruple de l’Egalit@ A laquelle nous sommes 
parvenus tout A l’heure, on obtient *) 


TOR]+[4N]--[0N]--[AR]]’ 
- [2R]+[6N]—-[2N]—[6R])° 
HH ZR ]-[31]-[7R]” 
pi Een re 


D’ou, en remarquant que le BE carre est identiquement nul et que le 
juatrieme est egal au troisieme: 
q = [OR]+[4N]-[0N]-[AR]} 
-2/[3R]+I7N]—-[3N]—-[TR]°. 
Or un nombre premier de la forme 16»+1 n’est d&composable que d’une 
seule maniere en un carre augmente du double d’un autre. En designant 
done cette decomposition par e’+2d’, on obtient 


[OR]-+-[AN]—-[0N]—[4R] = e, 
[3R]+[7N]-[3N]—[7R]) = d 


ou toutefois il faut choisir les signes de ce et de d d’une maniere convenable. 
Or on a 


[ON] = [01]-+[03]-+[05]+[07] 
= [77)+[55]+[33]+[11). 
Le nombre [11] indique eombien il y a de nombres de la classe B qui sont 
suivis immediatement d’un nombre de la m&me classe ®B. 

Or il est evident que si 2 est un nombre de la classe Ö suivi d’un 
nombre 5-1 appartenant & la elasse ®, le nombre g—/?—1 appartiendra 
a la classe DB et sera suivi du nombre g—/ appartenant & la m&me celasse. 
Il s’ensuit qu’on peut associer deux & deux les nombres de la classe ® 
qui sont suivis immediatement d’un nombre de la m&me classe. (est 


) Elements d’Euclide, Il, 5. 
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ainsi que 9 et g—-1-—-/ seront appelds des nombres associes toutes les fois 
que 3+1 appartient & la classe ®. Le nombre [11] est par consdquent 
pair & moins qw'il n’existe un nombre assoeie A lui-m&me. Or cette derniere 
g—] 
2 
2 appartienne & la classe ®, ce qui est impossible, le nombre 2 etant 


eireonstance ne peut se pr&senter: car elle exige que et par consequen! 

residu quadratique de tout module premier de la forme 16»-+1. On prouvera 

de la m@me maniere que les nombres [33], [55] et [77) sont pairs; le 

nombre [ON] le sera par consequent aussi, et comme on a 

[4R] = [40] +[42])+[44]+[46] = 2[44]42[42], 
on en tire 
ce = [OR]+[4N]+[ON]+|4R) = 4n—1 | (mod. 4), 

ce qui determine le signe de e. Les quatre &quations 
[OR]+[4N]—-[ON]—[AR]) = ec, 
3R]+[7N]—-[3N]—[7R] = d, 
OR)+[4N]+[ON]+[4R] = In—1, 
SR]I+I7N]+[3N]+[7R] = 4n 





nous donnent 
[OR]+[4N] = 2n+1( ’ 
(UON]|+[4R]| = 2n—L(c+1), 
SR) +7N] = 2n+1d, 
[3N]+[7R] = 2n—1ad. 
Uela etant ainsi, les huit &quations 
OR|+[+R]| =h+k= 2n—4( 
4N] = i+l =2n+4(a—1), 


| 

ON]« 

VOAR]+[4N]| = 2n+1(c—1), 
[4R)-+[4N] = 2%, 

BR, +[7R] = 2n-+1b, 
I3N)+[7N] = 2n +b, 
reg D N] = 2, 

E 


os 
- 
gr 
=) 
Pau 
- 

I 

I 
uw N 
S “ 
ro: 
nn 


nous donnent 


OR] = n+1(—-a+2c—5), 
UN] = n+1( a—2c-3), 
[4R]) = n+1(—a—2c—1), 
I4N]| = n+1( a+2c+1) 
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[BR] = n+1( b-+2d), 
‚[?R] = n+4C b—2d), 
[3N] = n+4(-b—2d), 
[7N] = n+1(-b+2d). 


Les quantites [1A], [1N], [5R], [5N] se determinent par les &quations 


LR]=[N]=n4 4420) 
IN]=[TR]=ntIC 6-20) 
5R]=[3N] = n+1(—b—2d), 
5N]=[PBR]=n+14( b-+2d). 


Enfin les quatre indeterminees [2R], [2N], [6R], [6N] sont donnees par les 
equations 
2R]=[6R]= k=n+l( a-—1), 
2N]=[6N]=m=n+1(-a-+l). 
Il reste & determiner le signe de d. 
Considerons V’expression 
u g-! 
< (z+1)°. 
On sait qu’on a 
2=q—1 
E 3" 0 (mod.g) 
2—=] 
toutes les fois que « n’est pas divisible par g—1. Dans le cas oü u est 
divisible par g—1, on a 
2=g—1 


z 2"=—1 (mod. g). 


On obtient par consequent 


u g-1 


5 (#+1) ° —1 (mod. g). 


Or parmi les nombres z°+1 il y en aura 2[OR] nombres appartenant ä la 
celasse A, 2[1R] nombres appartenant A la elasse ®, 2[2R] nombres apparte- 
nant A la elasse &, 2[3R] nombres appartenant & la classe D, 2[4R] nombres 
appartenant a la elasse &, 2[5R] nombres appartenant A la classe 5, 2[6K] 
nombres appartenant ä la elasse ©, 2[7R] nombres appartenant A la classe 
9 et enfin deux nombres divisibles par q. On peut Ecrire par consequent 
IOR]-+o[1R]+w’2R]-+w’[3R]! 

[4R]+o[5R])+w[6R] +Ww’[7R]; = —1 (mod. gq). 


‘) 
—_ 
—2 
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\ı, en vertu des relations que nous avons obtenues, 


Or on: 
[2A] = [6A], 


c—] 


[OR]—[4R] = “7 
LR]-[öR] = [3R]—[7R] = Id 





et par consequent 
| 3 \ 
c+d(w--w)==0 (mod. g), 


ee qui determine le signe de d. 


10. 


Nous pouvons obtenir maintenant facilement la valeur de l’expression 


g-1 
1+w) * (mod. g), le module g etant un nombre premier de la forme 16r+1. 


l‚a congruence 
g—1 


a" 0 (mod. g) 
admettra pour racines tous les nombres £, TC, €, ... de la elasse %. Le 


g—1 a i 
'—-, on aura identiquement 


( 


nombre de ces nombres etant 
9-1 
(2-2 —-IO)e—-I)ac—E").. ee’ —w’ (mod. g) 
et en faisant 2 = —|: 
A+HHDAHTN)A+TN)A+E")... = 1-o’= 14w (mod. g) 
g—] 


dot, en elevant les deux membres & la puissance 


g—1 


EN — (140), 


et en substituant la valeur de [5N]|, 


g—1 1 1 
1 u rt h + d 


(140)? =(-1) °"* (mod.g). 


11. 


Passons maintenant aux modules premiers q de la forme 16n 
En se souvenant que g—1 appartient pour de tels modules A la classe €. 


9, 


) 


on obtient par la consideration des congruences: 
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les relations suivantes: 


[00 
07 
17 
3 30 
(4 


j 
| 
17] = 
| 
3) 


\ 


ı 


ı 


\ 


(4 
[3 
[3 
[4 
[70 


d 
1 


4|, 
4|, 
1 
| 
| 
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l+re+P=0 et 14+-P+a==0 (mod. 
lHo+y=0 e 1+y+0=0 (mod. 
1+0a+Jd 0 et 1+0-+«o 0 (mod. 
l+0o+2:=0 et 1+-.:+0=0 (mod. 
1+0o+ZL 0 et 1+{-+o 0 (mod. 
l+@e+n=0 e 14+n7n+e=0 (mod. 
1+0+9=0 et 14+9+0.==0 (mod. 
1+P-+y=0 e 14Y+P=0 (mod. 
1+P+0=0 et 14+Jd+P==0 (mod. 
1+P+e.=0 et 1+4+.+P=:0 (mod. 
1+2+°=0 et 14+-°4+P=0 (mod. 
1+P+n=0 et 14+-n+P=0 (mod. 
1+2+9=0 e 14+9+P=0 (mod. 
14y+0=0 e 14+Jd+4+7=0 (mod. 
1+y+:.=0 et 1+.4+y7=0 (mod. 
1+7+5=0 e 14+{°4y=0 (mod. 
1+y+n=0 e 1+n7+7=0 (mod. 
147+09=0 et 1++y 0 (mod. 
14+d+2.=0 et 1+2.+0==0 (mod. 
1+0+5=0 e 14+5+9=0 (mod. 
140d+n=0 e 14+7,+d=0 (mod. 
1+65+09=0 e 14+09+9=0 (mod. 
1+2+°=0 et 14+{+€:.=0 (mod. 
1+:+n 0 et 14+n7+8. 0 (mod. 

+:+9=0 et 14+9+2:.=0 (mod. 
1+5+n=0 e 14n7+{=0 (mod. 
1+5+9=0 et 14+9+5=0 (mod. 
1+n7+0=0 et 14+9+n=0 (mod. 
[01]= [54], [02]= [64], [03] = [74], [05 
10]=[45}, [11]= [55], f2]= [65] [I 
[20] =[46), [21]= [52], [22]=[66), [2 
31]=[57), [32]=[67), 83]=[77), [4 
[52] = [61], 53] [71]. [63] = [72] 


En multipliant la eongruence 


9). 
q); 


q), 
q): 
q). 
q), 
qg): 
q); 
g), 





[06] = [24|. 
[16] = [25], 
[27] = [36], 
[42] = [60]. 





Gerne re Tr lan se Se ne ta re 
SE DATE BB a EA FERR: 


par le nombre € de la classe & qui donne ee 
le moindre residu positif de «e', 


par E 


d’otı Yon tire 
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[00] 
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€ 


A 


€ 


(mod. g) 


\ 
(mod. q) 


40). 


1 
on obtient 


= —|1. 


(mod. gq) et en designant 


Des eonsiderations analogues nous donnent les relations suivantes 


[01] = 
10] = 
17]= 


[37], 
[33] 
[23] = 


[02] = 


[26], 
= [41], [11]= [30] 
[52], [20] = [22] = [02], 


[03] = 


[15] 
[43] 


05] < | 


[21]= 


) 
je 


(3 
2 


12]=| 
= | 


‘ 
3l]= 


rs 
[93], 
[32]. 


62] Eee, 





Nos soixante -quatre indeterminees se reduisent ainsi A quinze comme le 
montre le Tableau suivant: 


Il 
IX X 
XI\ AV 
& X AV 
’ IX 
IN VI 
XIV XI 
x X 


\l 


XIV 


\\ 


XIV 


XII 


v1 


X1l 


IV 


NH 


XII 


IX 


\l 


X1l 


VI 


\ \l 
VI IV 
V XI 
Vıl N 
| IN 
[1 \ 

111 N 
IV XII 


VI 


\l 


III 


X 


XI\ 


\V 


XIV 


Il 


vl 


Il 


\1 


\\ 


\\ 


IX 


Les nombres de Gauss sexpriment ä l’aide de ceux que nous venons 


dintroduire. 


de la maniere suivante: 


h = 3l- 
i= 1, 
k = III- 
= W+ 

m = XI- 
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V, 
VI+2IX, 
VII+2XIV 
-VIII+2X. 
XH+-XIH-+-XV. 
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Nous allons maintenant introduire. eomme au 


R], [iR], [2Rl, [3R], [4Rl, [SR], [6R], 
[(0N], [1N], [2X], [38], [4N], [N], [6N], 
On obtient sans diffieulte 
[2R] = [6R] = III+VII+2XIV = %, 
[2N | = [6N] = XI+XIHI+XII+XV = m, 
1AR]=[7N] = VI+H-IX+XI+-XIL, 
[3%] = [5N] = VIIIHTX-+XI+-XV, 
[5R] = [3N] = U IX XII-LXV. 
7R)=[1IN]=IV+X+XO+-XII 
[OR] = I+HI+V+VLU, 
[4R] = 21+2XIV, 
O0N]=I-+IV Lv I+ VIII 
[4N]=2IX-+2X, 
WARI+[4R]| = h+k, 
[ON]+[4N] = i-+/, 
3Rl+[7R]| = I-+m, 
3N]+I7N] = i+m 
En introduisant aussi les nombres 
[RO], [Rt], [R2], [RB], [R4], [Rö], [R6], 
[no], [1], [N2], [N3], [N4], [Nö], [N6), 
on obtient immediatement les relations suivantes 
[RO)=[4R]|, [Rl]=[5R]l, [R2]=[6R], [R3]= [TR], 
Röl=[1R], [R6]=[2Rl, [R7]=[3R]|, [N0)=[4N], 


IN2])=[6N], 
IN7])=[3N]. 


(Quant aux nombres 


[n3]=[7v], [N4]=[0N], [N5]=[1N], 


[RR], 


[RN]. [NR], 


INN], 
leurs valeurs seront 


INN) = 13, 


[RR] = kr 


- [RN] = [NR] = 


$ 9, les nombres 





“R], 
[7N). 


[RT], 
[N7], 
[RA] = [OR], 
[N1]=[5N], 
[N6]=[2N]. 


el 
= 


Cela etant ainsi, la consideration du nombre des solutions de la congruence 
I+@e+N+R==0 (mod. q) 





Perott, sur lequation !— Du’ = —1. 219 


nous donne la relation 
ORITAN]- ERROR] [2R]6N]|+[3R]I7A 
HAR]TON]+PBR]T IN) +[6R][2N]-+-[7AR]T3N 
= [NR] \[OR])-+[ON]! = gu? -8n-2. 


De m&me on obtient, par la consideration du nombre des solutions de la 
eongruence 
l+:+R+R=0 (mod. g): 
VAR[OR|I+ IR IRI+T2R]T2R]4-[3 
Ge n SRISR-+THR\6R|+T7R|| 
—= 6n+3+[RR||4R|+I| NN AN, 


=] BY 
m en 
\ u 


Enfin la congruence 
l+:+N+N =0 (mod.g 

nous conduit A lV’egalite 

ION IION]+TIN ]TIN]-+[2NT2N]+[3N][3N 

-[4N [AN ]+[5N [5 N]-+T6N [6 N ] +17 N 17 N 

= 8n+4--|RR|[4N])-+INN |[4R]. 

En ajoutant cette EgalitE A la preeedente et au double de celle que nous 
avons obtenue auparavant, on obtient 


UR|[OR]- ._ IR|+ [2R]|2R [3RlI3R 

+ [4R][4R)+ [SR]5R]+ [6R]T6RI+ [7RIITR 

[ON]foN]+ fIn]fın]ı f2Nf2N]+ [3N[3A 

- [AN][AN]+ [5N][5N]+ [6NIT6EN]+ [7N][7A 

+ 2[OR] [AN] +2[0N][4R] + 2[2R]T6N])+2[2N][6R] 

+-2[3R][7N]+2[3N || 7R] +2[1R][5N]+2[1N][5R 
= 32n’+36n+11 


Orona 


[OR|+[4N]-+[0ON]+[4R]| = In+1, 
[2R|+[6N\+[2N]+[6R] = 4n-+2, 
(3R]+[7N ]-ı e -{7R] = 4n+2, 
[1R]+[5N]+[1IN]+[5R] = 4n-+2 


d’ou, en elevant ces quatre relations au carre, en les ajoutant et en retranchant 
le r&sultat ainsi obtenu du double de la relation pree&dente, on obtient 
Ig* 
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[OR]-+[4N]—-[ON]—[AR])? 
2R]+-[6N]-[2N]-[6R]]° 

+ BR]+[7N]-[3N]-[7R]l 
[LR]-+-[5N]-[1N]-[öR]} 

162+9 = q, 

et en remarquant que le second earre est nul et que le quatrieme est egal 


N 
| 
+ 
| 
| 
| 


N = 7 


au troisieme: 
g = OR]+[AN]-[ON]-[AR]] 


+2][3R]+[7N]- [30]-[7R]}“ 
Or un nombre premier de la forme 16»-+9 n’est d&composable que d’une 
seule maniere en un carre augmente du double d’un autre. 

En posant par consequent q = c’+2d’, on peut &erire 
[OR]+[4AN]—-[ON]—[4R] = e, 
[3R]+[7N]-[3N]-[7R] = 

les signes de ce et de d devant &tre choisis convenablement. On obtient 


d’ailleurs facilement 
ce==4n+1==1 (mod. g). 


En combinant les deux relations prec&dentes avec les suivantes 
OR]+[4N]+[0N]+[4R] = 4-1, 
[3R]+[7N]+[3N]+[7R] = 4n-+2 

on obtient 

OR])+[4N] = 2n+— 

[ON]-+[{4R] = 22 — ——, 

[BR]-+{7N] = 2n+4d-+1, 

3N]+[7R] = 2n —Ld-H. 
Cela etant ainsi, les huit relations 


] 
l 


[OR]+ [AR] = 20 71, 
[ON]+[4N]) = + .., 


ER Er. 


ORJ--[4N] 
4AR)+[4N] = 2n, 
BR+-[TR]) = 2n+4b-+1, 
[3N]+[7N] = 2n—4b-+H1, 
[3R]+[3N] = 2n-+1, 


I 


[3N]+[7R] = 2% —1d+1 





al 


16 


A) ee Y 
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nous donnent 

[OR] = n+ L(—a- +3), 

[ION] = "- EERER | au 

4R| = n- ige 1), 

[4N]| = n+1(a+2c-+1), 

[3R] = [5N]| = n+1(b-+2d+4), 

7R]) = [1N] = »+1(b—-2d--4), 

[3N] = [AR] = n+1(—b—2d-+4), 


[7N]) = [1R] = n+1(—b+2d-+-4). 
Enfin les quatre dernieres indeterminees sont donndes par les &quations 


PR]=[6R]=n+1 ı 3) 
[2N]=[6N] = n+1(- 


En proeedant comme au $ 9 on obtient, pour la Sie du signe de 
d, la eongruence 
c+d(w+o)==0 (mod. gq). 


12. 


Il est facile maintenant de determiner la valeur de l’expression 
y—1 
(1+w) * (mod. g), le module premier g etant de la forme 16»-+9. La 
eongruence 
g—1 
z° —-w==() (mod. g) 


yr1 


admet pour racines tous les nombres /, P', £", ... de la elasse ®. Or 


" 3 ’ g—1 . . 
le nombre de ces nombres etant ; -, on aura identiquement 


g—1 
(Pe -P)\a—-P')-=er" —w (mod. g), 
et en faisant 2= —1: 
A+-MA+P)A+PN)-- ==l4w (mod. g) 
5. ’ x . —] 
dot, en Elevant les deux membres & la puissance L- 


(NN = (14) 2 (mod. gq) 


et en remplacant [IN] par sa valeur: 


g—1 1 
+ —(b—-2d+4) 


(iw)” = 1," ® (mod. g). 





IV 
DV 
IV 
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13. 
heprenons maintenant la congruence du $ 2 
g—1 q er g—1 
N’ A+HN*' =(l+w)°" (mod.g) 
ou, ee qui revient au m&me, 
9-1 9-1 g—1 
1)” (i+N)* (l+w) ’ 1 (mod. g). 


(Juand g = 16n»--1, cette congruence devient 
(- N)" =1 (mod. g) 


d==0 (mod.8). 


d’ou 


Dans le cas ot g= 16%”r-+9 on obtient 


(-f)*"==1 (mod. g) 


d’otı, comme dans le cas preeedent, 
d==0 (mod. 8). 


En eombinant ce re&sultat avec celui que nous avons obtenu aux para- 
sraphes 1 et 2, on parvient au th&eor&me suivant que nous nous etions pro- 
pose de demontrer dans le present travail: 
Pour que l’equation 

!—-2gwW = —l, 
ol g designe un nombre premier de la forme 8»-+1, soit possible, il faut 
que dans la decomposition q = e’-+-2d’ le nombre d soit divisible par 8. 
l,a condition est suffisante quand g est de la forme 16»-+9. Elle ne lest 
pas quand g est de la forme 16»-+-1. La verite de cette derniere assertion 
est prouvee par un des exemples qui suivent. 


Ezxzemples. 


Exemple I. Soit q = 137 = 16.85+9 = 3°+2.8°. L’&quation 
r—2.13 = —1 
est done possible En effet, on a 
1 607 521°—2.137°.8297° = —1. 
Exemple II. Soit q = 353 = 16.22+1 = 15°+2.8°. L’equation 
2.353 uw = —1 


est impossible. En effet, la periode de la forme prineipale reduite se com- 





5 

er 
Fa 

24 
. 


er 
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pose dans ce cas des termes (1,499, —217), (—217, 369, 521), (921,152, 
434), (—434, 282, 391), (391, 109, —607), (—607, 498, 2), (2, 498, — 607). 
(—607, 109, 391), (391, 282, —434), (—434, 152, 521), (521, 369, —217), 
(—217,499,1). La forme (—1,499, 217) n’y figure point. 

Exemple III. Soit q = 593 = 16.37 +1 = 9+2.16°. L’equation 


E—2.593u = —1 
est possible. En effet, on a 
12 122 (61 475 561°—2.593°.56 716 286 317° = 


Gra-T'humiac, le 15 mai 1855. 








Untersuchungen über die Existenz eines 
Functionaltheorems. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Di. Identität der beiden Formen des Additionstheorems der ein- 
deutigen doppeltperiodischen Funetionen, wonach die Function für die 
Summe zweier Argumente sich ebenso wie ihre Ableitung einerseits rational 
durch die Werthe der Funetion und deren Ableitung für die einzelnen 
Argumente ausdrücken lässt, andererseits sich nur durch die Funetionen 
selbst der gesonderten Argumente algebraisch darstellt, rührt daher, dass 
diese Funetionen Integrale algebraischer Differentialgleichungen erster Ord- 
nung sind, in denen die unabhängige Variable explieite nicht enthalten 
ist. In meiner Arbeit „Beweis von der Unmöglichkeit der Existenz eines 
anderen Functionaltheorems als des Abelschen‘" (in diesem Journal Bd. 100 
und 101) habe ich, da vermuthet worden, dass die Funetionen mit nicht 
additiver Periode möglicherweise ein Funetionaltheorem in dem Sinne be- 
sitzen, dass die Function einer algebraischen Verbindung zweier Argumente 
sich algebraisch durch die Funetionen der einzelnen Argumente ausdrücken 
lasse *), nachgewiesen, dass es überhaupt keine Function einer oder mehrerer 
Variabeln giebt, welche ein Funetionaltheorem besitzt, das in dem ange- 
sebenen Sinne eine Verallgemeinerung des Abelschen 'T'heorems für Inte- 
srale algebraischer Funcetionen oder des Additionstheorems der Abelschen 
Funetionen ist; damit ist aber die neuerdings wieder aufgeworfene Frage 
noch nicht erledigt, ob nicht Funetionen mit algebraischer nicht additiver 
Periode oder nicht periodische Functionen existiren, welche ein Functional- 
theorem von der Form besitzen, dass, um bei Funetionen einer Variabeln 
zu bleiben, die Function einer algebraischen Verbindung zweier Argumente 


he 
229 


) weil gefunden wurde, dass die Existenz eines solchen Functionaltheorems noth- 
wendig die Eigenschaft der Function nach sich zieht, eine algebraische Periode zu besitzen. 
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sich algebraisch durch die Funetion und deren Ableitungen bis zu einer 
endlichen Ordnung hin für die einzelnen Argumente ausdrücken lasse, und 
ich will nun in der vorliegenden Arbeit meine obengenannten Untersuchungen 
nach dieser Richtung hin vervollständigen. 

Besteht für eine transcendente Function f(«) die Beziehuı 


10 

(1) fly(u, v)] = Fiu, fu), FW, ... f"W), v, flo), Flo), ... ro), 
in welcher 9 und F algebraische Funetionen bedeuten, so darf zunächst 
angenommen werden, dass nicht schon zwischen «, f(w). f (u). ... f" () 
eine algebraische Beziehung bestehe, d.h. dass f(w) nicht das Integral einer 
algebraischen Differentialgleiehung (m—1)ter Ordnung sei, indem sonst mit 
Hülfe dieser Gleichung sowie der analogen für das Argument ® die Gleichung 
(1.) in eine ebenso gestaltete algebraische Beziehung übergeführt werden 
könnte, welche nur niedrigere Ableitungen der Function f als die (m—1)te 
enthielte, und dann diese Gleichung der weiteren Untersuchung zu Grunde 
gelegt würde. 


Differentiirt man nun die Gleichung (1.) nach « und v, so dass man 


na Be ee Bi ER A TREE 
Oy(u, ev) ou ou of(u) ' ® in of(w)' \ / 
| oF u 
... öfi Dan fi (u f 
2, \ J 
( ) oflg (u, e)] oy(u, ©) © oF r oF TE oF f"(e) 
og (u, v) '@l a. "TE of(o) 7 ( f'(e) 7 
oF 7 
( fe) f Ü 





a . ' u a ofly(u, ®) 
erhält, so ergiebt sich durch Elimination von In . 2 zwischen den beiden 
UOFU,U) 


Gleichungen (2.) eine algebraische Beziehung 


(3) u, fu, f(w, ... f(w), v, flo), flo), --.. f”(o)) = 0, 


die, wenn wir » irgend einen bestimmten Werth beilegen, f(w) als Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung mter Ordnung 


(4) wlu, f(u), fu), ... fa) = 0 
definirt. Wir finden somit, 
dass, wenn f(u) ein Functionaltheorem von der Form (1.) besitzt, die- 
selbe das Integral einer algebraischen Differentialgleichung mier Ordnung sein 


muss, welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer 
Ordnung Genüge leistet. 
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Wir wollen, was ohne Beschränkung der Allgemeinheit der Unter- 
suchung geschehen darf, voraussetzen, dass diese Differentialgleichung in 
Bezug auf den höchsten Differentialquotienten f"(w) algebraisch irreduc- 
tibel ist, indem wir im entgegengesetzten Falle denjenigen irreductibeln 
Factor, dessen Integral f(w) ist, der weiteren Untersuchung zu Grunde 
legen würden. 

Setzt man zur Abkürzung p(wu,v)= W, so dass (1.) in 


5) IWW) = Fin, fa), Fa, -.. Da, 0, fo), Flo) ... Fre) 
übergeht, so wird man durch successive partielle Differentiation dieser 
Gleichung nach a, wobei stets f”’(a) vermöge der Differentialgleichung (4.) 
als algebraische Function von u, f(w), f (u), ... f" (wu) eingesetzt wird, 
die Gleichungen 


| nähe a PORN rw. rw. Ren wm v, ro: ro. Ber: eo 
(6.) 
Ir vw) - = F,ia, FW) Far. EEE io a, ö, re), Fe), . eo), 
erhalten. Setzt man aus (5.) und (6.) die Werthe von f(W), f(W), ... f"’(W) 
in die nach (4.) geltende Differentialgleichung 
7) 0(W, FW, FM), ... FW) = 0 

ein, welche identisch erfüllt sein muss, so ergiebt sich eine algebraische 
Gleichung von der Form 

8) vu Fa, Fa... ra, 0, Ko, Flo, ... FD) = 
welche, weil « und © von einander unabhängig sind, und f(«) nicht schon 
einer algebraischen Differentialgleichung (m—1)ter Ordnung genügen sollte, 
wiederum eine in allen in ihr vorkommenden Grössen identische sein muss. 
Daraus folgt aber, dass, wenn wir in der Relation (5.) die f-Funetion 
irgend ein anderes partieuläres Integral f,(w) der Differentialgleichung (4.) 
bedeuten lassen, und den Ausdruck bilden 


u l m—1) \ d m—1 ) 

(9.) Y= Fi, fi(a), fı@w), --- fi (), v, ie), h®), -»- fi v)|, 
Y, wenn e als Parameter betrachtet wird, als eine Function von «, also 
auch als Function des früheren W aufgefasst werden kann, und sich somit 


den Gleichungen (6.) analog 


aW u F ‚u, RR ara EN Bra ®, - an urbia Er 


(10.) 


De = F,„iu, fı(@), fı(w), .. a. v, file), N fi >) 
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ergeben; da nun die Gleichung (7.) nichts anderes ist als (8.), wenn für 
f(W), ... f"?(W) die Werthe aus (5.) und (6.) eingesetzt werden, diese 
sich aber von den durch (9.) und (10.) dargestellten Ausdrücken nur durch 
Substitution von f‚(w) und f(e) für f(w) und f(e) unterscheiden, und endlich 
die Gleichung (8.) eine in allen in ihr vorkommenden Grössen identische 
war, so folgt, dass auch 

dY dey \ 


11.) 7 ER 
11) ol, a dw") 


—= () 
ist, oder dass Y ebenfalls ein Integral der Difterentialgleichung (4.) für die 
unabhängige Variable W sein wird. 

Es ergiebt sich somit der Satz, 

dass, wenn ein Integral der Differentialgleichung (4.) ein durch die 
Gleichung (1.) dargestelltes Functionaltheorem besitzt, dann auch jedem Inte- 
grale derselben ein Functionaltheorem in dem Sinne entspricht, dass der Werth 
dieses Integrales für dieselbe algebraische Function von u und v sich alge- 
braisch darstellen lässt durch die Werthe eines particulären Integrales dieser 
Differentialgleichung und dessen Ableitungen für die einzelnen Argumente u und v, 
und es folgt weiter, 

dass die Differentialgleichung (4.) eine irreductible sein muss, 
da, wenn eines ihrer partieulären Integrale einer algebraischen Differential- 
gleichung von niederer Ordnung als der mten genügte, das Funetionaltheo- 
rem für eben dieses auf eine algebraische Form redueirt werden könnte, 
welche nicht mehr die (m—1)te Ableitung der Function enthielte, und dies 
ist unmöglich, da nach dem eben bewiesenen Satze die Form der rechten 
Seite des Functionaltheorems für alle partieulären Integrale der Differential- 
gleichung dieselbe bleibt, und für f(w) die Unmöglichkeit der Reduction 
auf eine Form, die nieht die (m—1)te Ableitung enthält, angenommen wurde. 

Zugleich ist aber auch ersichtlich, dass, wenn man nur f(w) durch 
ein anderes particuläres Integral f,(«) der zur unabhängigen Variabeln « 
gehörigen Differentialgleichung ersetzt, während man f(v) unverändert lässt, 
der Ausdruck 


(12) Z = Fin, h@W, As -.- a, % Ko, flo, --. Do), 


da die oben für Y gemachten Schlüsse auch für Z bestehen bleiben, weil 
die Gleichung (8.) eine identische war, ebenfalls ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung (7.) sein wird, und 

29* 
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dass somit die Gleichung (1.) oder (5.) bestehen bleibt, wenn man für 
f(u) oder für f(v) oder für beide beliebige andere particuläre Integrale der 
Dijferentialgleichung (4.) für die resp. Argumente u und v setzt, wenn man 
nur für f(W) ein passendes Integral der Differentialgleichung (7.) substitwirt. 

Setzt man nun in (5.) statt (vo) das mit m willkürlichen Constanten 
behaftete allgemeine Integral der Difterentialgleichung 


(0, fo), Flo, -.- Fr) = 0, 
oder, was dasselbe ist, fixiren wir einen numerischen Werth von e®, näm- 
lich ©,, und setzen als dazu gehörige Werthe von f(v), f(v), ... fe) 
die willkürlichen Constanten e,, €, ... e,_, fest, so erhält man 


13.) g = Fie fie), Fb, .:: Pi ur ed, 
worin y, wie oben gezeigt worden, ein Integral der Differentialgleichung 
(7.) und zwar wegen der m willkürlichen Constanten das allgemeine Integral 
dieser Differentialgleichung ist, und substituirt man endlich W=y(u, v,) = «, 
so ergiebt sich, wenn a als algebraische Funetion von x in (13.) einge- 
setzt wird, 

14) y= x fo), FW, ... "Ta, Cr Ey +++ Cu-ı) 


als allgemeines Integral der Differentialgleichung 
15.) wa, y y,...y)=0 oder y’ = Aa, y y, ... y). 


(Giebt man nun den m willkürlichen Constanten einen bestimmten Werthe- 
complex, dem ein partieuläres Integral 


(16) yı = a, fi), Flo), ».. OT), ©, Cr 2++ Eu-ı) 
entspricht, differentiirt diese Gleichung (m—1)-mal nach einander nach x, worin 
« durch Y(u, v,) = x als algebraische Function von x definirt ist, und drückt 
die höheren Ableitungen von f(w) als die (m—1)te vermöge der Gleichung 
(4.) algebraisch durch die niederen aus, so erhält man m Gleichungen von 
der Form 
(17.) | Yı au 18, fw); f@), En f" (u), Co, a, ... En)h zer 
Iyer" u Xun-ı(; fw), FW, --- ra), Gr ++. Cu), 


in welchen 4, ... %, algebraische Funetionen bedeuten, und die Elimination 
von f(u), f (u), ».. f" (a) zwischen den m+1 Gleichungen (14.), (16.), 
(17.) liefert 

(18) yo Fir, 9, IH een he Me) 
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als algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale, einem parti- 
eulären Integrale und dessen Ableitungen. 
Wir erhalten somit den folgenden Satz: 


Jede Function einer Variabeln, die ein Functionaltheorem von der Form 
(1.) besitzt, in welche die Ableitungen bis zur (m—1)ten Ordnung eintreten, 
ist das Integral einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung mter 
Ordnung, deren allgemeines Integral eine algebraische Function eines particu- 
lären Integrales, dessen Ableitungen, der unabhängigen Variabeln und m will- 
kürlicher Constanten ist, 

und es bleibt uns somit die Natur aller derjenigen Differentialglei- 
chungen (15.) zu untersuchen übrig, welche die eben ausgesprochene, durch 
die Gleichung (18.) dargestellte Eigenschaft besitzen. 

Setzt man zunächst den Werth von y aus (18.) in die Differential- 
gleichung (15.) ein, indem man die Ordnung der Differentialquotienten von 
y, vermöge (15.) selbst auf die (m—1)te und niedrigere redueirt, so erhält 
man eine algebraische Differentialgleichung in y, von der (m—1l)ten Ord- 
nung, und da (15.) eine irreduetible Differentialgleichung sein sollte, so muss 
diese so erhaltene Gleichung (m—1)ter Ordnung eine identische sein; ist dies 
aber der Fall, so wird sie auch erfüllt, wenn man für y, irgend ein anderes 
particuläres Integral y, der Differentialgleichung (15.) setzt, oder was das- 
selbe ist, es wird der Ausdruck 


Ge. Eu ee a ee mM) 


ebenfalls das allgemeine Integral der Differentialgleichung (15.) darstellen. 
Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn in einer algebraischen Differentialgleichung mter Ordnung das 
allgemeine Integral eine algebraische Function eines der particulären Integrale 
und dessen Ableitungen, der unabhängigen Variabeln und m willkürlicher Con- 
sianten ist, so stellt dieser Ausdruck auch noch das allgemeine Integral dar, 
wenn das particuläre Integral durch ein beliebiges anderes ersetzt wird. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass 
a Aa une Me 


20) | ! 
= Br er ee, u), 


worin %,, #5 --. %„.ı bestimmte Functionen von &,, €, ... €,_., Sind, oder, 


weil nach (18.) 
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21.) 9 = Pia, 9: 4 Do dr... u) 


ist, worin €, €, ».. €,,_, partieuläre Werthe der Constanten bedeuten, ver- 
möge der Differentialgleichung (15.) 





go ! 
di F(x, Yı;, ... (" ” Cs le eo) 
OF 
er m—1 
(22.) ta Y+tz en 2a, Yo Myers 
1 
om-if i . f > ' (m—1) 
| Orm—i Pr Aus #1, u... Em TRORNEN (z, Yı, Yı; m. Yyı ’ C;, C, En Bu nz 


welche Gleichung aus den oben angegebenen Gründen wiederum eine in 
allen in ihr vorkommenden Grössen (die z von ce und ce’ abhängig be- 
trachtet) identische sein muss, wobei zu beachten, dass auch das partieu- 
läre System der ec’ völlig willkürlich ist. 

Zum Zwecke der Untersuchung eines Functionaltheorems der ange- 
ebenen Form wollen wir dem für eindeutige doppeltperiodische Funetionen 
geltenden entsprechend annehmen, dass die unabhängige Variable & aus 
der Gleichung (18.) herausfällt, u dieselbe somit das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (15.) nur als algebraische Funetion eines 
particulären Integrales und dessen Ableitungen liefert, in welcher die un- 
abhängige Variable der Differentialgleichung nicht explieite vorkommt *). 

Wenn aber (18.) die Form annimmt 


(23.) y= F(y, Yı, ac Oi er Cu); 
also (22.) in 


vN m—1 ' ' 
F'F(y,, a Wr WET, 


y Ö OF 
‚+: ya & ( ) (m—1) R 
y’ Ay 7 Y ya (©, Yı, Yı, ". Yı I Ay #1, =. Am 
1 


En F’yı, Yı, ... Cor oe. Cu-ı) 


übergeht, welche Gleichung, wie oben hervorgehoben, eine identische sein 
muss, so wird, weil die rechte Seite von x unabhängig ist, es auch die 


&) 


(24.) 





2 





*) Man sieht übrigens auch leicht ein, wie ich es in meiner oben angeführten Arbeit 
gezeigt habe, dass man die etwa existirenden Fälle, in denen die in (18.) gegebene Form 
der Function die unabhängige Variable explicite enthält, durch Substitutionen, welche 


in der abhängigen und unabhängigen Variablen algebraisch zusammengesetzt sind, aus 
dem oben behandelten Falle ableiten kann. 
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« 


linke sein müssen, oder es wird diese für ein bestimmtes Werthesystem von 
Yır Yır + YO Cor *e+ ©, einen bestimmten von z unabhängigen Werth 
annehmen müssen; daraus folgt aber, wie durch eine leichte Ueberlegung 
zu schliessen *), dass im Allgemeinen der Ausdruck 2, yı, yı, ... „U 


*) Ist m=1, so geht die Gleichung (18.) in y= F(y,,c,) über, während (22.) die 
Form annimmt 


FiF(y,, 6), #3 = F(y., ©). 


0 
so dass hieraus noch nichts über das Vorkommen von z in der Differentialgleichung 
erster Ordnung y’ = 2x, y) geschlossen werden kann. 
Ist m = 2, so wird (18.) in y= F(y,,y/,c,,e,) und (22.) in 


n n 
| A) ' ' ! oF I OF ! : 2 ® ' k 
F\F(y.. Yı: Co ec), oy, Y, T oy' $ı(z, Yı> Yy.): Kur %, _ F(y.. Y:; Co; c,) 
-3ı -3/ı 
übergehen, und hieraus folgt sofort, dass, weil sich der Ausdruck 
Br. OF 
 — Se, y,, y' 
a It zu (@, Yı, 91) 


als algebraische Function von y,, y/ ergeben würde, (x, y,, y\) die Variable & nicht 
= 2 ae 3 ne OF , 
explicite enthalten darf, da die Gleichung eine identische sein soll und — nicht 
ey, 

identisch verschwinden soll, indem, wenn das Letztere der Fall wäre. das allvemeine 
Integral nur eine algebraische Function eines particulären Integrales und zweier will- 
kürlicher Constanten wäre. 

Ist m= 3, so wird nach Gleichung (18.) y= F(y,, y,, y', ©; €, €,) sein, während 
die Gleichung (22.) die Form annimmt: 


FIR. ii, Er yı+ an yı+ ur Mar Y» Yı» Yı); 
au: y?+2 rn -yıy/ +2 ne yı sel, Yı, Yı, Yu) 
4 2 y"+ ou y”’ +2 Er Y $2(x » Yı> 41» 91) 
Ha Ra ir Ur UD+ Aa un dir 
+ ar B. . yı+ “ yı+ Er 2a Yo U WM): Ar Mr % 


—— ' u ” 
bie; F’y,; Yı, Yı: Co ©» c,), 


» Cs C55 %gs %,, %, identische sein, 


und diese Gleichung muss eine in z, y, y', y", c/, e', ce, % 
! u 7 ! 


wenn man €,, ©,, €, als Functionen von c/, ec, €), %, #,, %, auffasst. Unterwirft man 
a sun u 26 un OF 

nun die willkürlichen sechs Grössen e/, e\, ec’, %,, %,, %, der Bedingung, dass ——; = 0 
u, oy; 


wird, oder bestimmt man diese sechs Grössen so als Functionen von y,, y\, y\, dass 
dieser Bedingung Genüge geschieht, so werden die drei Argumente der Function F{} der 








232 Königsberger, über die Existenz eines Functionaltheorems. 


ebenfalls das x nicht explieite enthalten darf, und die Differentialgleichung 
(15.) somit die Form annehmen wird 


25) ya Ay, y ), 
wenn nicht die Relation (18.) von den Ableitungen des partieulären Inte- 
srales y, frei ist und also die Form hat 
Al F’y:; Coy Eiy re. Cu-1): 

Nun ist aber unmittelbar zu sehen, dass, wenn y, = fı(x) irgend ein 
partieuläres Integral der Differentialgleichung (25.) ist, nothwendig auch 
y= fi(@+e), worin e eine willkürliche Constante bedeutet, ein solches 
sein wird, da i = f{”(z+c) und a = fi’’(x) ist, und es wird somit nach 
Gleichung (23.) 

(26) Aare = File), hie), :.. ir Te), & u, 22. Bo 
„ı ein specielles Werthesystem der Integrationscon- 


stanten bedeuten, von denen eine dem ce der linken Seite entsprechend willkür- 
lich bleiben muss; die Möglichkeit dieser Beziehung wäre nun zu untersuchen, 


sein, WOrIN &y, Au, ... 0 


linken Seite der letzten Gleichung lauten: 


| oF 2 A 
Fyı, Yır Yı, Co € €) tz 9 
71? 1? 319 0? 1? #7 = 1 m 917 
oY, ey, 
AUEn) aäymn Az u 
ar... oHF oHF 0 ER 
7 4 r2— TE Zu y, y, + N y\ a 7° ee 
oy, oy,oYy, oY, oy, 
Ay 7y 22 22 22 
( F ® F N © F 7] ! 3} © F ' I\2 
is r +2? Hr #253 y")R« Y» 4 Yyı)+ 5 la, y, Yyı, yo)” 
} ) Jarf! | a a l „9 19 1 \.,1!2 „31! 31 ) 
\oyı 77 Oyayı oyıoy) oy' 


und da wieder nur das dritte Argument von der explieiten Variabeln z abhängen würde, 

so folgt, da die rechte Seite der betrachteten Gleichung von x unabhängig ist, dass auch 

v in Rz, y,, Y',, y, ) nicht vorkommt. Der Schluss würde dann nicht statthaft sein, 
we 

wenn - ; identisch Null wäre; dann sieht man aber sogleich, dass wieder das erste 
oy, 

und zweite Argument von x unabhängig sind, während das dritte vermöge des Postens 

! 


oF . RR " ’ 
‚ Y\, y,) verlangt, dass $2 wieder = nicht explieite enthält; ist aber end- 


lich auch —— identisch Null, so lässt sich wieder über die Form von 82 nichts aus- 
el) | 


. l [3 ” [ * * 

sagen, und dieser Fall tritt also ein, wenn die Beziehung zwischen dem allgemeinen und 
particulären Integrale die Ableitungen des letzteren gar nicht enthält, also die Gestalt 
hat y= F(y,, €,, €,, €,). Und genau so schliesst man weiter für algebraische irreductible 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Was die Natur der algebraischen Differential- 
gleichungen betrifft, deren allgemeines Integral algebraisch von nur einem particulären 
Integrale abhängt, so verweise ich auf eine demnächst in den Mathematischen Annalen 
erscheinende Arbeit. 
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die dann zu gleicher Zeit für das partieuläre Integral f,(=) ein Functional- 
theorem in dem durch die Gleichung (1.) angegebenen Sinne darstellen 
würde. Da aber nur eine der Grössen @,, &. ... @,_, eine willkürliche 
Constante ist, während alle die anderen von dieser abhängen, so wird man 
(26.) auch so schreiben können: 


(27) fia+o) = Fih@), fie), --. a), €, 


F 


und setzt man 2 =(), so dass sich 
fi(e) = Fifi(0), fi(0), »-- A"), € 
ergiebt, so folgt, dass C eine algebraische Function von fi(e) ist; ebenso 
würde, wenn (27.) nach x differentürt wird, vermöge der Differential- 
sleichung (25.) 
(28) flate) = Fihle), il), --- la), Cl, 


also auch für x = 0 


fo = Fılh(0), RO), ... 10), ©) 
folgen, und somit C auch als algebraische Function von fi(e) dargestellt 
werden können; schliesst man so weiter, so kann man also (27.) oder (26.) 
in die Form: 


(29.) fi(z+c) = Fifi(e), fi (@), + fi (©), fı(e), fi (e), + fi" le) 


setzen, worin F wiederum eine algebraische Function und e eine willkür- 
liche Constante bedeutet, für die y gesetzt (29.) in 


\üe 
N 


30) Alaty) = Fihl@), K@), --- Do), ho, A --- A) 


übergeführt wird, und eine solche Funetionalgleichung müsste für jedes par- 
tieuläre Integral mit Beibehaltung derselben algebraischen Function F be- 
stehen; wir erhalten somit den Satz: 

Wenn eine Function überhaupt ein Functionaltheorem von der Form 
(1.) besitzen soll, so muss die algebraische Function y(u,ev) der beiden unab- 
hängigen Variabeln u und v die Summe der beiden Argumente sein, 
oder auch mit Benutzung der früheren Sätze: 

Wenn eine Function ein Functionaltheorem von der Form (1.) besitzen 
soll, so muss dieselbe das Integral einer irreductibeln algebraischen Differential- 
gleichung mter Ordnung sein, deren allgemeines Integral eine algebraische 
Function eines der particulären Integrale und dessen Ableitungen ist. und um- 


gekehrt, ist das allgemeine Integral einer irreductibeln algebraischen Diffe- 
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rentialgleichung eine algebraische Function eines particulären Integrales und 
dessen Ableitungen, so besitzt jedes der Integrale ein Functionaltheorem von 
der Form (1.) und zwar in der durch die Gleichung (30.) gegebenen Gestalt. 

Man könnte nun zur Feststellung dieser algebraischen Functionen 
die Möglichkeit der Existenz der Gleichung (23.) zu ermitteln suehen und 
würde so auf die Untersuchung der Möglichkeit algebraischer Beziehungen 
zwischen partieulären Integralen und deren Ableitungen geführt werden, 
worauf ich bei anderer Gelegenheit nächstens zurückzukommen hoffe; es 
wird sich jedoch, um mögliehst schnell zu dem negativen Resultate zu ge- 
langen, das ich herleiten will, empfehlen, diese Frage auf die von mir in 
der oben bezeichneten Arbeit behandelte zurückzuführen. Setzt man näm- 
lich in (18.) m Werthesysteme für die Constanten «,, €, ... €,_,, denen die 
m particulären Integrale Y,, Ya, --- Y., entsprechen mögen, so wird die 
Elimination von 9, Yı, »-- 91°’ aus der Gleichung (18.) und den Glei- 
chungen 


(m—1) 


[vu = Fa, Yu Yun +++ Hı 


| BR F ’ ' (m —1) Gy 7 am N 
Ya, Fir, Yo Yo MT, a Cry ern Omen) 


Ok Ay (hy 
“ C,, h, C . BR C,n N 


(31.) 


eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale y, den m 


partieulären Integralen y,, % Y.,, der unabhängigen Variabeln und 


Gr) .... 


m willkürlichen Constanten liefern; treten nur die ersten k Ableitungen von 
y, in (18.) ein, so wird das allgemeine Integral offenbar nur von +1 par- 
tieulären Integralen algebraisch abhängen. Wir erhalten somit den folgen- 
den Satz: 

Jede Function einer Variabeln, die ein Functionaltheorem von der 
Form (1.) besitzt, in welches die Ableitungen bis zur (m—l)ten Ordnung ein- 
treten, ist das Integral einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung 
miter Ordnung, deren allgemeines Integral eine algebraische Function von m 
particulären Integralen, wer unabhängigen Variabeln und m willkürlichen Con- 
stanten ist, oder unter deren unendlich vielen Integralen höchstens m selbst- 
ständige Transcendenten enthalten sind. 

Nun wurde aber in meiner oben erwähnten Arbeit über das Func- 
tionaltheorem nachgewiesen, 

dass sich alle algebraischen irreductibelin Differentialgleichungen miter 
Ordnung, für welche das’ allgemeine Integral eine alygebraische Function von 


m particulären Integralen derselben ist, durch eine in der abhängigen und 
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unabhängigen Variabeln algebraische Substitution aus linearen homogenen 
Differentialgleichungen ableiten lassen, 
und es ist somit die in der vorliegenden Arbeit aufgeworfene Frage darauf 
zurückgeführt, zu untersuchen, welche homogenen linearen irreduetibeln 
Differentialgleichungen die Eigenschaft haben, dass eines ihrer partieulären 
Integrale ein in der Form (1.) ausgedrücktes Funetionaltheorem besitzt *). 

Sei die lineare homogene irreduetible **) Differentialgleichung mter 
Ordnung 

82) Hy" + rpng = 0 

und y, = f(x) ein partieuläres Integral derselben, welche ein Functional- 
theorem von der Form 


83) | EN 

= Fiä. (a), la), --- ra), © fi), hla), -.. rn)! 
besitzt, sO darf man nach den oben bewiesenen Sätzen das de fı (&ı) 
auf der rechten Seite von (33.) durch ein beliebiges particuläres Integral 
der Gleichung (32.) ersetzen, wenn man nur für die f-Funetion der linken 
Seite der Gleichung (33.) ein passendes particuläres Integral desselben 





Argumentes substituirt. Setzt man nun in (33.) £(@,). A(z), --. f„(x,) statt 
f(x), so erhält man 
cAhlylaı, S)+enkly, 2))++efulp Cr, 22)] 
= Fi, Ali), -.. a 7). 2 Ale), ++: Dr ln). 
fly, 2))+ 6% f. Put 2))+ + CnfulpPlzı, 2)] 
(34) = Flo, ken) Br u E hie DE fe z,)|, 


chillen, 2} -6, al Ivan X JH enflg 2, ©) 
Fe ce een le) 5 la), 
und wenn man ebenso in (38, statt f‚(@,) auf der rechten Seite die par- 





*) Eine andere Herleitung des gleich zu beweisenden Satzes wird man in einer 
demnächst erscheinenden Arbeit über die aleebraischen Beziehungen zwischen den parti- 


culären Integralen einer homogenen linearen irreductibeln Differentialgleichung und deren 
Ableitungen finden. 


**) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass früher ebenso wie hier nicht 
die Irreduetibilität der Differentialgleichung vorausgesetzt zu werden braucht, sondern dass 
die Annahme genügt, dass die algebraische Differentialgleichung in Bezug auf den höchsten 
Differentialquotienten algebraisch irreduetibel sei, und dass das betrachtete partieuläre 


Integral nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung Ge- 
nüge leistet. 


30* 
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ticulären Integrale 


f(zı)+2eRh (a), Ral)traf la), -- - fa) tm fı(@); 
fı(@)+23ß (&); LPT EN m, ... N ale), 


fi z)+ nf 1), FOREN La), ale. > ie; PIE Rn 


substituirt, so wird man m(m—1) Gleichungen erhalten, deren linke Seiten 
sämmtlich die Form haben 


Gflya, m) +OoRloa, 2))++C.fulpeı, 22)]; 
eliminirt man zwischen diesen m(m—1) Gleichungen und den m Gleichungen 
(33.) und (34.) die (m’—1) Grössen 
ha), ha), --- A"): ha), file), - + Ma), 
Ra) Ra) + PIE + had Ba +. A), 
so ergiebt sich, wenn man zugleich p(z,, ©) = setzt, eine Beziehung 
der Form 
(35) (PRA) RN, A), 2 han), Alan), 
| f.(&ı), 22, fi), Aa) ++ fula)) = 

worin D eine algebraische Funetion bedeutet. Diese Gleichung würde aber 
ein Funetionaltheorem für die partieulären Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung in der Form ausdrücken, wie es von mir in meiner 
oben erwähnten Arbeit behandelt worden, und für welche die Unmöglich- 
keit der Existenz nachgewiesen worden; es wird somit auch für lineare 
homogene Differentialgleichungen kein Funetionaltheorem der Form (33.) 
existiren können, und wir erhalten daher mit Rücksicht auf die oben be- 
wiesene Reduction der allgemeinen Frage auf die für lineare homogene 
Differentialgleichungen den folgenden Satz: 

Es giebt überhaupt keine Function, für welche der Werth für eine 
algebraische Verbindung zweier von einander unabhängiger Argumente sich 
algebraisch durch die Werthe der Function für die einzelnen Argumente, deren 
Ableitungen und die Argumente selbst ausdrücken lässt, wenn nicht die erste 


Ableitung der Function algebraisch von eben dieser abhängt. 


Heidelberg, im April 1881. 








Ueber Gammafunetionen mit beliebigem Parameter. 
Hierzu Figurentafel Il. 


(Von Herrn Bigler in Bern.) 


1 u .. . y 
Das Integral / x2’'(1— x)” de, welches gewöhnlich Eulersches 
0 


Integral erster Art genannt wird, hat nur so lange eine Bedeutung, als die 
reellen Componenten von « und ? positiv sind, weil im andern Falle die 
beiden Pole O0 und 1 nicht mehr zugänglich sind. Ebenso muss in dem 
Integral (x 'e””dx, durch welches gewöhnlich die Gammafunction definirt 


0 
wird, « als positiv vorausgesetzt werden. Beide Integrale legen also den Argu- 
menten der Gammafunction lästige Beschränkungen auf. Die gewonnenen 
Resultate sind in Folge dessen zunächst nur unter Bedingungen gültig, und 
aus dem Begriffe der Continuität schliesst man auf ihre allgemeine Gültig- 
keit. Allerdings giebt es auch Abhandlungen, wo das Produet 

N!N« 


lim 
nn ala+1l)(a-+2). 


.(a+N) 
als Definition der Gammafunetion aufgestellt wird und wo von hier aus die 
allgemein gültigen Relationen abgeleitet werden. Herr Weierstrass hat be- 
merkt *), dass 1:7'«) in eine für alle Werthe von « convergirende Reihe 
nach aufsteigenden Potenzen von «# entwickelt werden kann. An diese 
Bemerkung anknüpfend, hat Hermann Hankel eine Integralformel für 1:7) 
aufgestellt **), die für jeden endlichen Werth des Argumentes gilt. Meines 
Wissens wurde dieselbe seither viel zu wenig angewendet. Ich stelle sie nun 
als Definition der Gammafunection auf und will von hier aus einige bekannte 
Relationen ableiten. Wenn eine Variable x durch a+ib = me‘ dargestellt ist, 
wo.a, b, 6 reell und m positiv sind, so schreibe ich a=recep. x, b=imcep. «, 
m = mod. x und nenne m den absoluten Betrag, # die Phase der Variabeln. 

*) „Ueber die Theorie der analytischen Facultäten“. Dieses Journal. Bd. 51, 
S. 7 (1854). 

*) „Die Eulerschen Integrale bei unbeschränkter Variabilität des Argumentes. “ 
Schlömilchs Zeitschrift, Bd. 9, S. 7 (1864). 
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Die Ebene, in der a und 5b die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
sind, der den augenblicklichen Werth der Variabeln x versinnlicht, nenne 
ich z-Feld, die Abscissenaxe Realitätslinie, die Ordinatenaxe laterale Axe 
und sage, & sei durch den Horizont dargestellt. Einen grossen positiven 
Werth, der bestimmt ist, "unendlich zu werden, nenne ich Ostpunkt und 
unterscheide so die Weltgegenden des Horizontes. Wenn die Phase 9 
ächst, so nenne ich in Bezug auf den Ursprung die Bewegung des Punktes 
x positiv oder rechtläufig, wenn sie abnimmt, negativ oder rückläufig. Pole 
eines Integrals nenne ich diejenigen Punkte, in denen die zu integrirende 
Function den Charakter einer ganzen Function verliert. Ein Integrations- 
weg, dessen Anfang und Ende. zusammenfallen, ohne dass der Werth des 
Integrands wiederkehrt, heisst Schlinge, geworfen aus dem vereinigten An- 
fangs- und Endpunkte um die betreffenden Pole. Wenn dagegen der Inte- 
grand auf denselben Werth zurückkommt, so heisst der Weg eine ge- 
schlossene Curve. 


$1. 
Das Eulersche Integral zweiter Art. 


Die Gammafunetion definire ich durch folgendes Integral: 


(1.) To = nn / e’x”"dr. 
Der Weg dieses Integrals ist eine aus dem Westpunkte um den Pol Null 
geworfene, rechtläufige Schlinge. (Fig. 1.) Im Punkte t werde logz reell 
verstanden. 
Ist «a gleich einer positiven, ganzen Zahl », so schliesst sich der 
Weg im Westen und verwandelt sich in eine geschlossene Curve um den 
Pol Null. Man hat also 
"5 
l’(n) 
Ist n=0, so hört Null auf, ein Pol des Integrals zu sein, und der 
Werth desselben ist also 0, somit Z'(0) =». Ich bringe nun die geschlossene 
Curve in die Nähe von Null, so dass auf dem ganzen Wege e” nach 
steigenden Potenzen von x entwickelt werden kann. Es ist also 


— un Ser" de. (Weg wie in Fig. 2.) 


1 9 1 f i=% in d (W on ° . Fi 2 \ 
Tao) — a) 3 m. (Weg wie in Fig. 2.) 


Von dieser Summe werden aber alle Terme zerstört, und nur A=n-—1 
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Din 


liefert a Folglich ist 
2 FR. oder !(n)= (n—1)! 
In) GT)! / I 
Ist a eine eerenE ganze Zahl, z.B. a=—n, so folgt aus Formel (1.) 
1 rn \ .) 
Fe * - fe x’"de (Weg wie in Fig. 2.) 


R|  )—u „as 
== -/ 2 ; de, 


= 
. . . | y 1 . . r 
und weil in dieser Summe der Term 2 nicht vorkommt. so ist der Werth 


dieses Integrals Null, somit 


I(—n) 
Ich kann nun der ee (I.) auch folgende (restalt geben: 
— = lim , 14 Ei xz“dxe. (Weg wie in Fig. 1.) 
[’(a) au — (1- N \ ie) Fee) / 


’ r x 
Setzt man hier — =1t, so folgt aus dieser Formel: 


N 
. N ' 1 ! \Nı-—a 
17 = lim — Sarnr-aı 


N=x 
Der Weg ist eine rechtläufige Schlinge aus dem Punkte —1 um den Pol 
T Mo 3) 

Wegen der sehr hohen positiven Potenz von (1-+f) liegt der grösste 
Werth des Integrals in der Nähe von Null, wo aber (1+n)" 
den Potenzen von £ entwickelt werden kann. Man hat also 

1 Br NH! i=N 2 d W | 
—— — lim- =(} fe “dt, 'eg wie in Fie. 3.) 
a7 wo 8 3 
Nun ist aber 


nach steigen- 


(—1).2isinan _ (_orr 
(1I.) ar = /z de, 


wenn der Integrationsweg eine aus dem Punkte —1l um den Pol Null ge- 
worfene, rechtläufige Schlinge ist. (Fig. 3.) Um diese Formel zu prüfen, 
nehme ich an, die reelle Componente von A—a-+l sei positiv. In diesem 
Falle ist der Pol Null zugänglich, und man hat 


fra = era ('Natteree (yet 
| —] 2 v 
= (1er eo) ( ed 


(1. Zisinan 


Bi a+1 
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also gleich dem Ausdrucke auf der linken Seite. Durch Anwendung der | 
Formel (II.) findet man nun 
‚{N 
a 
1 SInan em N-att FE 5 er 9) 
ii) Eu zu A-a+l 


und weil 
Y/N 
1 7) N 
= ET EEE (—a-+1)(—a+2)...(—a+1+N)’ 
so ist auch: 


1 sinart .. Ati, N! 
(III) 5 7 Te ‚lim (—a+1)(—a+2)...(—a+ri+N) 


Nun ist aber 


sinar = az II 1-0} 


somit 
Ki 3 lim a(a+1)(a+-2)...(a+N) 
IXa) ho N!N® 
oder 
N'Ne 


N) Fo) = im aTar2)..arN) 


Aus Formel (IV.) folgt, dass 
| N!N-et 
I1-a) = lim- 
ee ER" 
und setzt man diesen Werth in Formel (III) ein, so erhält man die 
Relation: 


1 sinan 


(a) = a y I(1-a), 


oder 


(V.) Te Flle) = —— 
Vermöge dieser Gleichung kann man nun der Formel (I.) folgende 
Gestalt geben: 
(VL) La) =. — ferade. (Weg wie in Fig. 1.) 


Disinar. 


Wird diese Formel mit « multiplieirt und partiell integrirt, so hat man 


1 Endwerth 1 


ala) = / e’ x’ de, 


en gene 
Zisinan ar RER Zisin((a+1)r) ° 
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oder 

(VIL) alfa) = I(1-+a 
Ist nun die recp. a positiv, so ist in Formel (VI.) der Pol Null zugänglich 
und der Integrationsweg lässt sich auf die Realitätslinie von —N bis 0 zu- 
sammenziehen. Man erhält 


| ı) “) N 
I(a) = E le“ "(— a)" de+e" ”(— ze) 'dz 
(a) Zisinan 1 J i + J ch 
== (€ yra__ fi Ir 
Disinan \“ 7a 
VIII.) (a) = [”e “grIdz 
\ 7 at e aa 
(0 
Aus Formel (1.) folgt für a=}: 
1 PER ee 
— fera x”:de, (Weg wie in Fig. 1) 


13) sim. 


und weil Null zugänglich ist, so kann man den Weg auf die Realitätslinie 
von —N bis 0 zusammenziehen und hat 


also nach Formel (VIII) 
ERDE; \, 
T'‘(#) 71 (2) 
oder 
Ip) = Va 


Ich setze 


fo) = Z (@+Hi-Hlog(2*)-1), 


also 
flat u—1)—fla+u) = (a+u—L)log ge -1, 
folglich 
f@)—-fa+1) = (a+4)log t -1, 
somit 


f(a)-f(a+n) = -n— 3 log(a+4)+(a+n—Mlog(a- n)— (a—})loga, 


oder 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 3. 31 
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fa)-fa+n)—a = -(atn)—  log(a+4)+(atn—})log(a+n) 
—(a— })loga, 


( 


— (a+n)—log[a(a+1)(a+2)...(a+n—1)] 
+(a+n—3)log(a+n)—(a—})loga, 
Kan) | (g4n-Ylog(a-+n) 


—(a—3)loga, 


somit 
log/(a)+a = f(a)—-f(la+n)+(a+n)+logI(a+n)—(a+n—L)log(a+n) 
+(a—4)loga. 


Nun ist aber für ein sehr grosses » 
log/(a+n) = logI'(n)+alogn, fla+n) =, 
(a+n—})log(a+n) = (a+n- Z)logn, 
also 
logI'(a)+a = f(a)+n+log!'(n)+alogn—(a+n—L)logn+(a—!)loga 
= f(a)+n+logI'(n)+(a—})loga—(n—L)logn. 


Hier setze ich nun «= und finde 


$logn+3 = fG)+n+logI'n)—(n—Y)logn. 











Aus der Formel 
fa) = Z (@+1-Hlog + -1) 
Er 2 2 TR 
folgt für a =: 
I = ES may 


Ferner ist 

; © a? 

sinan = an n(ı- —) 
i=1 A 


also 
a. Re 
2 sin — 
2 
ar BIER. I 
nx 


l 


93 
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somit 
AEX 
sin J a 1 
Nil‘ — IP — Pr = n (On + I) ' 
2 @( 2 Pr 
- EI. n N) 
I L 1 T. 7. l 
mu > a) n) 2: u 
22 ara TE, 
D) 
= 2f(h-+log 
folglich 
2sin an 
f4) zu L]og& z +1/ log zum ae dx 
Wenn 


= F log(2sin S)de, 
so ist auch 

= £ log(2 cos —-).de, 
also durch Addition ; 


24 — / 1og(2 sinzz).de = Yf log (2 sin nun )- dx 


1 
=-/ log (2sin > ) da = A, 
0 


somit A=(). 
Ferner ist 
u: ° : log(ax)-de = 4—1logn, 
folglich 
f4) = 4(1-log2), 
also 


[a 


llog2n = n+logI(n)—(n—N)logn, 
und demnach 


log/Xa)+ta = (a—-!)loga+Ltlog2n+f(a). 
oder 
r oe 273 a+/ a+i-} 
' — a4, z—ay° R ee 
(IX) Ila) = a t.e""y2n Li : (ar) 
un 


u 11. Rn 


a=r Y2n.etat 
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$ 2. 
Ueber das Eulersche Integral erster Art. 
Es sei 


V= fan) "de. 


Der Weg dieses Integrales sei eine aus dem Punkte £ um den Pol Null 
geworfene, rechtläufige Schlinge. (Fig. 4) Im Punkte A seien logx und 
log(l1—- x) reell verstanden. Ebenso sei 


W = fa" (1-2) "de, 


und der Weg dieses Integrals sei eine aus dem Punkte £ um den Pol 1 
geworfene, rechtläufige Schlinge. (Fig. 5.) 

Erkennungsort sei der Punkt B, wo logx und log(1—x) reell ver- 
standen werden. Aus diesen zwei Integralen bilde ich nun folgenden 
Ausdruck: 

Y= aV+bW, 
wo die Faetoren a und b so bestimmt werden sollen, dass der Werth des- 
selben vom Anfangspunkte der Schlingenwege unabhängig ist. 

Ich verlege den Ausgangspunkt der Schlingenwege von £ nach f 
und bilde die neuen Wege so, wie sie in Fig. 6 gezeichnet sind. Von f 
bis £ sollen alle vier Wege zusammenfallen. Man findet 


= a( / a(1-a)’ "dze+V-+e*" I # (1-2) de) 
+ b( [ a1) 1dec-+ di Fe Ga ae da ) 


oder 


Y m aV -h W-+(ale”— )+b(e® -1)) ("a A-a) de, 


wo VY und W die Schlingenintegrale vom Punkte ?! aus um die Pole 0 und 
1 bezeichnen. Soll nun dieser Ausdruck vom Ausgangspunkte unabhängig 
sein, SO muss 

ale" —1)+ble”—1) = 0 
sein; man setze also 

a=e"#—], b= —(e"—1) 
und demnach 


Y wen (e#— 1) Wu (e”*—]) W 





Il 


1 
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oder 
1) 7 = 2ile”sinn$ V—e”"sinne W). 

Dieser Ausdruck soll nun noch so umgeformt werden, dass er für 
recp. & = positiv und recp. % = positiv in das Eulersche Integral erster 
Art übergeht. Im diesem Falle sind die beiden Pole Null und 1 zugäng- 
lich. Man verlege nun den Ausgangspunkt der Schlingenwege in einen 
Punkt der Realitätslinie zwischen 0 und 1 und dränge beide Wege auf die 
Realitätslinie zusammen. Es ist 


\ P4 


= ) s Bi: ) r t 2 y a ıY 
.. / ec -r)P ' de ei / ge 2) dx. 


oder 
y= (el) (la) tan 


— 2isinne.e'"“ | ae —- a) Tde. 


0 


Ebenso findet man. dass 


»4 


W = [ z"(1— x)’ de+e” | a (1a) "de 


1 


»] ' 
Su I dunH y a—1 ( f. au 
e 1)/ &"A1-z) "de 


\ 


f 


»] 
= —2isinnp.e J ar (1a) "de. 


Man findet also für den Fall recp. «= positiv, reep. % = positiv, 


2 »1 Wi 
Y= —4sinne.sinnß.e”“ u; a1)" de. 


F 


(0) 


Der Factor, mit dem in Formel (l.) Y noch multiplieirt werden muss, um 
| 


— 4sinzze.sinnf.e'"(e+7) 


Wird diese Multiplication ausgeführt und die neue Function mit U bezeichnet. 


das Eulersche Integral erster Art darzustellen, ist somit 


so hat man 


(1) Uta; By Ze Ä 


g tra W ui e 15 W. 


2isinsze 2isinn 
Es soll nun bewiesen werden. dass 


/ I(a).T 
Ua, = are) 








246 Bigler, über Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. 


ist. Weil 


ee - ad -(+ Marla), 


so Ist 


ey 1 Bet erh u 


@ Ox 
und durch Integration findet man 
V= —.2isinse.e".t(1— a rat: 21 ze)’ "de; 
ebenso ist 
a 1 9: ind ga al @+ß a Al 
W= — -2isinnß.e.r (1-94 Sa’(1- 2)" de, 


somit 
@+ß 1 irt(a- 0 d— 
Ule, P) = EC) enter [2°(1- 2)""de 
1 ir} j a gl 
 2isinnß P S® (1) de. 


Diese Formel ergiebt nun die Relation 


(IL) U, 8) = FR. Uc+1, B), 


und aus derselben folgt sogleich 


AV) Ua, 9) = A AH HR Tate, B) 


Was nun auch « für einen endlichen Werth haben mag, so kann man doch 
bewirken, dass die reelle Componente von «+ positiv wird, dass somit 
der Pol Null zugänglich gemacht werden kann. In diesem Falle lege ich 


den Ausgangspunkt der Schlingen in den Punkt Null, und weil nun V=0 
ist, so hat man 











— y } 


U(a-+n, ß) = = - mp Se Zt (1- -e) "de. 


Der Weg ist hier eine aus dem Punkte Null um den Pol 1 geworfene, 
rechtläufige Schlinge. (Fig. 7.) 


Ich kann dem Integral auch folgende Form geben: 





U(o+n, P) = — [artr- (c—-1)’ "de. 


2isin er 


(Weg wie in Fig. 6, log(=—1) im Punkte A reell verstanden.) 
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Hier setze man nun r—1=1t, und erhält 
Ulatn, B) = a — SU+H Pas, 
Zisınnp « 
ein Integral, dessen Weg eine aus dem Punkte —1 um den Pol Null ge- 
worfene, rechtläufige Schlinge ist. (Fig. 3.) 
Man denke sich nun » positiv sehr gross und setze 


en 


n 


wodureh man erhält 
a+n—] 
0 = Ai —) z’"'de (Weg wie in Fig.1.), 
U( +n, p) = Dis LsT. + n \ o oO / 
oder auch 


U(a+n, P) = — __ /earde (Weg wie oben.), 


Zisinnß. 
also nach Formel (VI.) des $ 1 

U(a+n, P) = n’T(P). 
Setzt man nun diesen Werth von U(«-+n, 5) in Formel (IV.) des $ 2 ein. 
so erhält man schliesslich vermöge der Formel (IV.) des $ 1 die Gleichung 


(a). I) 


7) Ua, M = 


Liegt der Anfangspunkt der Schlingenwege in Formel (II.) auf der Realitäts- 
linie zwischen O0 und 1, so kann die Schlinge Y so gelegt werden, dass 
(1—xz)””"' nach steigenden Potenzen von x entwickelt werden kann, und die 
Schlinge W so, dass hier eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
(1—x) möglich ist. Es sei also 

Is, Me —— eV — et W 


Zisinne 2isinn? 


(Wege wie in Fig. 8, wo die Schlingen die oben erwähnten Eigenschaften 
besitzen.) 
Weil nun aber 


SEN er dr 


— - 1(P= gms a. Zisinnat“*/ 


A=UV) a+i 


— 2isinnae“. F(—1) 47 er 


A=UV 
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und 


— (A-u) udn, 


(Weg eine rechtläufige Schlinge um Null, weil 1— x = u gesetzt wurde. Fig. 








also 
W = u ler 
in$ 2isinn Ault A 
er &(- 1) E77 De ) +ß E- 
I 
— 2isinnpe””. u Fe 


so ist für Oo <t<1: 


en 
I) Ua) = | - 





A—0 a+4 < EN FERNE 
Ich will nun einige besondere Fälle betrachten. 
(1.) man = 


m und » sind positive ganze Zahlen, hingegen « sei eine beliebige ganze Zahl. 
In diesem Falle kann ich der Funetion U folgende Form geben: 








u—ıma 
han ) RER 
1e r sinman i (ma + ra a) 
Ua, 9) = I. ve V 
/VJI ) ; sinman. sin za 
, _ÜnMaR _ intma-ı) w|. 
sinn? 
Man setze nun 
. ’ "Ma. 
T Be sın man ee (mar _ -)yı —sinmen eiTtma—1) W 
sin sa sinn 
2 sın mar ! err(ma+ —1—.o) V ‚sinn n nd ‚en Qma+np 1) W 
sin sza sinaß 
7m nA 
— eir@-) y. na “sinmarı Lei @-142ma) W. e’sinnßn 
 eitasinne eösinzeß 
( 1) er (B—142ma) En 
de e'" J— EN er. in zz ma 
=: V. edirta +e W-- — ein 


er @-1) vi, erite gms .. ern ä 


a ei a4 Ima) Ww(i+ er Le tem), 





Bigler, über Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. 249 


Aus dieser letzten Gleichung ergiebt sich sofort, dass 
PR A u — ma u 
1 =. (a (2—1) 2 dx, 
folglich 


—ma \ 
. —t (ma } = u ) u a 
? n > 1 
te 


WI) Ua, 7) - Sa (a-1) " de. 


n 2sin(men) 
Der Weg dieses Integrals ist eine geschlossene Curve, die zuerst m-mal 
den Pol Null und dann »-mal den Pol 1 in positiver Richtung umläuft. 
Im Punkte A werden logz, log(z—1) reell verstanden. (Fig. 10. 
Setze ich m=1, »n=1, also «+ = u, so folgt aus Formel (VIII.) 
(VIII.) Ufo, u—o) = 2 z (#°"(z-1)% de, 


2sinne . x / 
wo der Integrationsweg eine geschlossene, rechtläufige Curve um die Pole 
0 und 1 ist. (Fig. 11.) 

Weil nun ausserhalb dieser Curve für das Integral keine Pole vor- 
handen sind, so kann man den Weg so weit ausdehnen, dass eine Entwicke- 
lung nach fallenden Potenzen von z möglich ist. Man findet 

Ua, u—a) = hen. .d Ey Mar: die 
Fear | 


2sinne. 1 


a i(— 1)” \u—l u @—1\ I; 

 2sinse :(D ( u—1 " Aberigg 
- 0—1 

Le) 1-a)(F 7 > 


2. Ich nehme ferner an, dass me — nf = u sei. 
In diesem Falle kann ich der Gleichung (II.) folgende Gestalt geben: 


| ma— u 
U(«, ) 


n 
I Fe NE ur | 


in (ma— ul ri -a) sinmean 
2sinman | 


e n r f V 
sinne 
2), Sinman ur\ 


sinn 7 
Der Ausdruck in der Klammer werde wieder mit T bezeichnet: also 


4 e' (ma 





n 


. r mMma—u ö 
T m... (ma Hi-a) V_ı_gintna-2z), Sinmer u, 
sinne | sin pr 


zindan 

1 10 1 — e-:in? 
e ee a ET V+e* V-+ Mg gran -1) v) 

4 \ Zusseiieiäuue Su ind W— er W-—- m _ e-inpe W\ 
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2 B: 2 1 eiinma N & a Ad . 1.g“ 
= e in(#—1) 11 » BEE a ı(5—1- ma) 8 ira W 
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dt 


und folglich 
= far (s—1) * da. 


Der Weg dieses Integrals ist eine geschlossene Curve um die Pole Null 
und 1, und zwar wird der Pol Null m-mal rechtläufig und der Pol 1 »-mal 
rückläufig umlaufen. (Fig. 12.) 


Man hat also 





L MA u 
Pte BI MA—— Ma— u 
n 


(IX) Ua, MFZE)= Sa e-1) * de. 


2sinmen 


(Weg wie in Fig. 12.) 








Aus dieser Formel folgt für m=n=]1: 


Ua, a-u) = U Ye 1jy de. (Weg wie in Fig. 13.) 


>sinen « 


Man kann diese Formel auch auf folgende Art schreiben: 


(X.) ee = LM Sa (z—-1)*""'de. (Weg wie in Fig. 15.) 


3. Der Parameter 5 liege auf der östlichen Seite des Meridians 
durch 1. 

Weil durch diese Bedingung der Pol 1 zugänglich gemacht wird, so 
verlege man den Ausgangspunkt der Schlingenwege in den Punkt 1, und 
weil nun W=(, so hat man 





P(«)I(8) a 1 a 117 Ren m\Z—1 
Teer — Bann Je (l-af tee 
= u [u (1-2) "de 
oder 
4 I(#) 2 ’ ER a—l/1__mN\F-1 
A) osram ” fl 2) (1-2)? "de. 


(Weg wie Fig. 14; im Punkte A werden log(—x), log(1—x) reell ver- 
standen.) 


4. Der Parameter « liege auf der östlichen Seite des Meridians 
dureh 1. 

Wie dureh die Bedingung 3. der Pol 1 zugänglich gemacht wurde, 
so wird nun durch diese Bedingung der Pol 0 zugänglich gemacht. Man 
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verlege den Ausgangspunkt der Schlingenwege in den Punkt 0, und weil 
hier V=0, so hat man 


Ka) _ 1 I 207 Bi WEN 
Tot)  Bisinnß ° Je) "da 
' 


a—] f4 \ J—] 
= 2 [x z—1)’" de 
Zisinaß v \ / 


oder 


l @) 1 ee —1 
(XI) NEmMET = 3 far t(@-1- de. 


(Weg wie in Fig. 7; in A werden log:r, log(r—1) reell verstanden.) 


$ 3. 
Darstellung von T(4) und 7'(4) durch elliptische Integrale. 
1. Darstellung von 74) durch K. 
Sind die reellen Componenten von « und / positiv, so folgt aus 
Formel (II.) des $ 2, dass 


Ma)IXd) _ ff’ air _N-1Am 

T(@+ß) a el 2)” da 
und also füra=1t ?=1H, 

TOID _ (tin 


oder 


a a 
3.23 T'(%) kai; tl T (1 T) dx. 


Nach der Formel 





h l’(2a)./X#) 
I\a) = 221, T'(a HD 
ist aber 
P(3)T(4) 
lH = N > 
2-3 173) 
also 


1. U. _ 1 a 
TH ” 


Nun ist aber 
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und man hat also 










Fr _ 
Ir 





1 /»] -4 2% 

—_ / z®(l—-e) ?de 
3.5 a 
Hier setze man nun x = x, und findet 


T(ı))3 1 er A 
a Stier 












& ee 








EEE 


2ire in 


Vea- —2/(2—e ’ \a—e 3 )) 


23 rM 


Ich setze ferner 





















also 


— v3 
I Nö, en 
in v3 
c—e ° 


2 rd, al) 


ir 


ed-2)(@-e" ae”) PURGhe HN); 


folglich ist 


LO _ 3 (Ww dy 
- 3 r Vylty)y3clryy 
y3 
oder auch 
BA 23 # BEN Ay Bee 23 Vs 4 _dy | 
ı Maltm)-Barıy 3 Van y’ 
y3 


und weil nun leicht bewiesen werden kann, dass 





1 #- dy iR % dy 


"7 VAN VBALy ' VyAHy)—VBdry: yy' 
y3 


so hat man 





ra , 2% er Re. Sn 
ME 


Var) yBdr y’)? 
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Man setze nun 
1 


ge ts (7 + u), a5 A IR | ? 
cos \ gi u) 
4y 14y)—V3(l4y’)’ = (4.sin(% | u).cos(-, +u) /3) 
cos; + u 
] 


— -(2(cos’a—sin’u)— V3) 


Ai 
cos*( 1 + u 


1 /«* ® > \ 
z= 2—Y3—4sın’a), 
cos*( r + 1) 


also 


Pr du 


tr, _ 2 


ol, /. z —— 
an ST v2—y3—4sin?u 
y3 —ı 
24 [ ‚y2 dsin u 
ee 7 a 5 
BLEH Y(1-sin’u)(2—y3—4sin’u) 


Es sei nun 


. 7T . 7ı 7T N y3—1 > 2—} > 
k=sin-; = sin ( — = -. K= 


und wenn sinz = kSa gesetzt wird, so hat man schliesslich 


(P4)) 23 F: dS 
An 31) YA-S?e)(l—k’S?a) 
oder 
. . ' 23 >. M 
XII) (IB) = ;aK (k= sin 5). 
2. Darstellung von /'4) durch K. 
Es ist 
yo‘ ö “2 a 
Gr nf (z(1—-2)) de. 
Wenn 
z(1—-z) = 4, 
so ist 


2-1? =1-#, 2=414+V1-W). 
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Während x von Null bis 4 geht, wächst = von Null bis zu 1, Yl—u* ist 
negativ, und während x von 4 bis 1 geht, nimmt « von seinem Maximum 
1 bis zu Null ab. 


—y? . 17 d 
de = ——du, (z(1-z)) *de = —2Y2- Be 
yil—u’ yl—u* 
ist im ersten Intervall positiv, weil Yl—u* negativ ist, und im zweiten, weil 
du negativ ist. Also ist 
FOLD _ ayafı du 
Ei — 4Y2 5 
1%) 


wenn Yl—a* positiv verstanden wird. Versucht man wegen des Faectors 
1--a° die Setzung u=tgY, so führt der andere Factor 1—u’ des Radicands 
(abgesehen vom Nenner cos’p) zu cos’ p—sin’p = 1—2sin’p. Da nun ohne- 
hin der Factor 1—sin’p im neuen Radicand auftreten wird, so sieht man 
sich genöthigt, 2sin’p = S(t)‘, folglich den neuen Radicanden gleich 


0 


A1-SN(1-48°%) zu setzen, muss also = Y4 annehmen. Dann ist sing — ASt, 
folglich 


St Ct 
COSY = Dt, uz= k Dr ’ du = hs dt. 
Weil 
Dt—-KSt=1—-2KS$t=1—-St= lt, 
so ist 
» _.. 
1—u = Di 
Ferner ist 
En 1 
ı+ m D°’ı’ 
folglich 
zen P d 
} 1—u* = os EM = kdt. 


Dt Mu 


Wenn vu=1, so ist Ct=0; also läuft # von Null nach K. Also 
(XIV) (I) = 4nK (k=Y14). 
Bern, den 4. September 1885. 

















Ueber die Producte von drei und vier 
Thetafunetionen. 


(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 


B: 
7 
Um die Producte dreier Thhetafunetionen zu entwickeln, benutzen 
wir die Gleichungen: 
K)IQ2u,g)= Huhu, IHg)I,l2u,g)=Iud,u 
und erhalten durch Multiplication mit 9,a, resp. Yu: 
} % \m m + nen . 
Husl2u,g) = El)" tt) cosdmucos(2n +1)u 
y Zm?+n(n f ‘ 
= 2 (—1)" g"tr@tV cos(dm+2n+1)u, 


) l m „zmflin np ‘ B 
I,u3,(2u, gg’) = E(-1V" gr )r”“ sin(dm+2)ucos2nu 
1 


= 3(-1)” gt)" sin(dm+2n+2)u. 


| 


Setzt man in diesen Doppelsummen m = m-+n, n= m'—2n--e, so wird 


4m+2n = 6m +2e, und man erhält: 


Husl2u,g) = gt (— 1)" +" gr’t+Q@e+ den —2n) +ee+D gg (6m H2:-+1)w, 


mne 
I,u%, (2u, gq’) u g: > (—1)” } zz m+1—?2en)+e? sin (6m a Ve } 2) 4. 
Da 
3m’ = 2m+n—e, 3n" =m—n+e, mithin m=n—e (mod. 3), 


so umfasst man alle Werthe von m und z, wenn man & die Werthe —1. 
0 und +1 beilegt. Dadurch wird 


9,u9(2u, Q) = 2gt EZ(-1)"t tt eos(6m+1)u 
R* g' 2(--1y Hn ge. +1)4 nn) Eos (hm en 3) 4. 
Die letzte Summe verschwindet, weil 2(—1)"g”""=0; folglich wird 
HuI(2u, g) = 2gt ZI D E11)" "0" tD eos(6m+1)u 
= 2g'(g)r(W, g)- 
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Analog findet man für e=0, 1 und —1: 


! 


ud, (2u,g) = 2 I(—- 1)" REN sn (6m + 2)u 
Hg’ ("rot gin6mu 
— 2! E(- 1 gr E-1)" gr tDentDgin(6m-H2)u 
= 24’ )xu N. 


Uebrigens kann man auch mittelst der een; 


yu=- gl ey, (u- >): wo q=e” 


9 


Re FREE: . 7 . . 
zu ya übergehen. Lässt man ferner « um „. wachsen, so ergeben ‚sich die 
Formeln: 
2 Ä ] n „Inl3n-+  _ nl3m 2 4 
Yuslzu,g) = 2 &(—1) gg“ en ” I sin(6m-+-1)u 
— 2gtx.(g’)2:(m) 
und 


Ia)9,(2u,g) = 2g! EI rot? ZgetDentdgin(6m-+2)u 
= ul). 


Damit gehen die Gleichungen hervor: 


—. u 4 yu 1 yu 
Yzsıng = r j | rcuvSsg = % . — Ay = Au j 
‚u % ZU Yx Zu 


(z ist für 2'(0) geschrieben) nebst 


2Ku _ fe du ua 

n I Ip)’ X, E 
u _ 7 Min: A 
TE EA n Bu: n u’ 7 X 


Wir nennen die Funetionen gu, z,u, Zu, Zu die Kiepertschen Functionen, 
weil Herr Kiepert die Beziehung zwischen 2,” und dem Product 0, 0,4 0;u 
zuerst abgeleitet hat. (Dieses Journal Bd. 87, S. 213.) 

Will man die Gleichung 


a u 
et 
A Laer wer 
direct verifieiren, so setze man: 


“ u e m mBm+l)+tn(n+l)ane/k . 
Fuyu = g&(—1) +7 nt RO HD Eos (6m+-1)usin (2n+1)u 


mn 


— It 2-1)" gOrtD rd (sin (6m+2n +2) — sin (6m — Zn) | 


mn 
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und durch Vertauschung von z+1 und —z, wenn m=n (mod. 2): 


| » m(3m+ nt = 2 I % .). 2 » & \ 
= !23 td Isin(bm-+-2n + 2)u— sin (6m — 2n)u!. 


Hier schreibe man m-+n statt m, m—n statt »: 


== g’E q 


mn 


N sin(8m-+4n+2)u — sin(4m+-8n) u 


1 v 2m N ?!m+tn 1)+ nn 1 .. ) f %“ 
= Dein (Söm+ An +2) u 


v In 4 m 3 1-2 - ) 
ed in (dm-+ En) u. 
Setzt man in der ersten Summe m statt m-+n, in der zweiten » statt m --2n, 


so erhält man wieder für m =n (mod. 2): 


( 


1 nm 4 tn{3n—1 . < \ ) . 
= 232 er Ddgin(kdm+2)u—g!&g sinda u. 


Die zweite Summe verschwindet (indem man » mit —» vertauscht), während 
die erste Summe durch 


l a] \m N \ 1 N ; l > / . 
== see) g““ rn 'sın 4m 2)u 


} nr / \n n(3n— Y/ k ( -] s f . 
= 10?2(— 1 ""P2(—1)"g 'sın(4m--2)u 
ei D..\ 
= gt y,9,(2u) 
ersetzt werden kann, wie sich ergiebt, wenn man für m+-1l =n, —m statt 


m--1 substituirt. 


Uebrigens genügen die vier Kiepertschen Funetionen der Functional- 
sleichung: 
Xy(u) = dX(u+n) = ee" X(u+hi). 
wo ”’=#=1, und sind die reellen 'Il’heile von: 


. 1 Dont E vs, ° IN 
eig’ e” O,Bu-+hi, q'). 
Auch hat man 


»& " € BE Se WP.* y 4 zT | ef 7T / 
A,(u) = 121 u 5, q') ara. q’\; 


während 
(u) = dOlu+n) = ge“ Iu-+-hi). 
Für „=0 wird: 
2er, )= gr). 
Aus diesen Formeln erhellt die Beziehung der Kiepertschen Fune 
tionen zur Dreitheilung der elliptischen 'T'hetafunetionen. 
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2. 


In den Sitzungsberichten der Berliner Akademie vom 27. April 1882 hat 
Herr Weierstrass S. 505 ein für die Sigmafunction fundamentales 'Theorem 
gegeben, welches nach Einführung von 9, statt o in Gestalt der identischen 
Gleichung 


Yu) u) nt) + I ut) u) tu) u, 
+4, (u+)I, u), (u +)I, (um — u) = O 


geschrieben werden kann. Herr Weierstrass bemerkt, dass diese Gleichung. 
welche nur #, enthält, wesentlich anderer Art sei, wie die von Jacobi ent- 
deckten und Bd.1, 5.507 seiner gesammelten Werke vollständig aufgestellten 
Relationen unter Produeten von je vier 'T'hetafunctionen, weil daselbst zwei 
oder mehrere T'hetafunetionen vorkommen. Da jedoch nicht allein, wie 
Herr Weierstrass angiebt, die Jacobischen Gleichungen aus der Weierstrass- 
schen Formel sieh ableiten lassen, sondern umgekehrt auch diese aus 
jenen, so scheinen mir beiderlei Formeln in gewissem Sinne äquivalen! 
zu sein *), 

Um die Weierstrasssche Formel zu erhalten, gehen wir von den 
Gleichungen A(2,4) 5.507 aus, welche wir in der Abkürzung 

n—- D-24020, A-B=-R-B, 
also: 
2/, = —- U+11,—IL+1T, 

schreiben wollen. Hier ist z.B. 


II; == 3, vIc9y Hz, II = Je9cdySz, 
während 


! 


Zw =w+aı+ty+z, 249 =w—-a-+y—2, 





. 4 fa ! 
2r = w+taı—y—z, 23 =w—c—y-+2. 


Die heeiproeität dieser Ausdrücke ist bekannt. Durch Umkehr des Vor- 
zeichens von z geht analog das reciproke System hervor: 


*) Auch dürfte die Borchardtsche Zusammenstellung 1. c. nicht ganz vollständig 
sein, wie bereits in den Berichten der Leipziger Gesellsch. d. Wiss. vom 1. Juli 1859, 
S. 160 angedeutet ist. Ich ziehe desshalb vor, die Jacobischen Relationen, ähnlich wie 
Rosenhain in seiner Preisschrift S. 375, in der Form der in meiner Abhandlung über 
die Reduction elliptischer Integrale Art. 50 zusammengestellten fünf Gruppen von Formel- 
quaternionen zu betrachten. 





hat 
'em 
hen 


27 


ng. 
NI- 
ten 
wei 
wie 
Sss- 
Aus 
ent 


len 
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Zu =w+taıty—-z, 2y'’= w—r+y- 


[A 


A 


22 =w+ze—y+2, 23 = —-e-+r-+y- 
nebst der entsprechenden Gleichung 
2/77, = 7+1 +7,—I7, 
Dureh Addition folgt sofort die Weierstrasssche Formel 
er. 
Zur direeten Ableitung der Formel führt am einfachsten der folgende 
Weg. Die Multiplieation der Reihen giebt leicht: 





3, Uug)IR,g) = Hlute)dla—e)—I,(u+e)9,(u—v mod. gq 
nebst 
HuUI,© == Ve; He)H, (u ©) 3 UV F, 7 © 
mod. use = I,lu+v)Id,(u—v)—I,(u+e)I,(u— vr (mod. « 
q I \ / a“ 7 . \ / 
Hude = Hlut+e)I,(u— oe) Ila+e)I,(u—e 
folglich: | 
II ,(q) = 


9,(0+2)9, (0-2) 9,(w+2)9(w-a)| I, yH) Hy) HYH)IY-) 
rechts mit dem Modul g. Die Producte der 'T'hetafunetionen mit den Argu- 
menten ©+x und 9-2, sowie @e— x und y—z, braucht man bloss vom mod. q’ 
auf den mod. qg zurückzuführen, um die Gleichung 
2/7, = - IT+IT—-N;,-+17, 


zu erhalten. Die coordinirte Gleichung 

27; A ; Gy SRG, SCBRN 2. 
geht hervor, wenn man die Argumente ©-+x und y—z, sowie e— x und 
y+z verbindet. Die Addition der reciproken Gleichungen liefert wie oben 
die Weierstrasssche Formel. 
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Bemerkungen über die Jacobischen Thetaformeln. 


(Von Leopold Kronecker.) 


1. Netzt man in üblicher Weise: 
y n? „?nerti . ge \ n?+n In+1)Cri 
I,(6) = u z2(— N" e . s i9,(C) = qz(—1)"g RETTEN ’ 
3,(d) = _ =g" "en tü (0) = gt Zg tr er tDimi, 


wo die Summationen auf alle ganzen Zahlen » von —x bis +w zu er- 
streeken sind, und bezeichnet man zur Abkürzung das Product: 


3,0 | -C,) I, C, 9,(0+ I — G;) 
mit TC us En MR e), So sind T,(&,,& C AR Cs), T,(&o, >; Ga G3), T,(&,& 1} „23 £ 
so wie das Quadrat von T,(&, &, &, 5) eindeutige Functionen der vier 
Variabeln £, welche bei allen acht Permutationen der durch die Function: 
(St C1) (+ 3) 
charakterisirten Gattung ungeändert bleiben und daher bei den 24 Permu- 
tationen der Grössen © nur drei verschiedene (eonjugirte) Werthe annehmen. 
Die Funetionen T,(&,. &, &, 5) werden gemäss ihrer Definition als 
vierfach unendliche Reihen: 
(A) > D} Auau l)(h-+2)(m, tm,) ums +mi +m; + m;,) BACH SEE mc, --m,&, +m,&,)ni 
dargestellt, wenn die Summation auf alle ganzzahligen Werthe von m,, m,, 
m,, m, von —x bis +00 erstreckt wird, welche den beiden Bedingungen: 
m +m, = m, +m; = Ih(h-+1) (mod. 2), 
oder der damit gleichbedeutenden einen Bedingung: 


(mut m-+14-3hCh-+-1))(m»-+m;+1+4h(h+1)) = 1 (mod. 2) 


genügen. Die Summationsbedingung kann weggelassen werden, wenn unter 
dem Summenzeichen der Factor: 


; FO (— 1)" m, +14 4n°4 ah)(ma+ my+14 4n°+ 44) 
\ 
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und vor dem Summenzeichen der Factor 4 hinzugefügt wird. Nun geht 
offenbar jede mehrfach unendliche Reihe: 


Ss U, 


MHlgy, Il, y Mlay oe 


En: ra ee <> >) (io, m; =, +1, +2, ... in inf), 


a ‚ll Mta, 


in welcher F eine symmetrische Function der Argumente bedeutet, bei der 
Vertauschung von &, und £, in die Reihe: 


& C F(m,\ “ C ) a | 
3 Hy 5 Iiigs Mg mi My=0, M,=ı: Mu. ...) ( bs . wrT | R in ınl.) 
bye Mly, May one ee 


über, da ja gleichzeitig die Summationsbuchstaben m, und m, vertauscht 
werden können. Man erhält daher die beiden eonjugirten Werthe von T 
welehe mit T, und T,' bezeichnet werden mögen, und welche durch die 
(Gleichungen: 

T, (&, 6 C C;) Lan: T, (©, 64 Cs C), 7%. 6; 6 Es) r (G. Cs, a Es 
bestimmt sind, wenn man bei dem Summenausdruck (A.) nur im Expo- 
nenten von —1 und in den beiden Summationsbedingungen die drei Sum- 
mationsbuchstaben m,, m,, m; eyklisch permutirt. 

2. Bei der mit (A.) bezeichneten Darstellung der Funetionen T 
tritt zuvörderst der Satz in Evidenz, 

I. dass T,+T, eine symmetrische Function der vier Grössen Z ist: 
denn T,+T, wird gleich dem Werthe der vierfach unendlichen Reihe: 


i 
1 


B) ze: Hm? 4 m; + m;) „2(m,S, Hm, &, +m,S, + m Li 
wenn nur die Summationsbedingung: 
m, +-m,--m,--m; 0 (mod. 2) 
festgehalten wird, und diese Bedingung bleibt bei allen Permutationen der 
vier Summationsbuchstaben m ungeändert, folglich aueh der Werth der Reihe 
bei allen Permutationen der vier Grössen £. 
Wenn man ferner den Werth der Reihe (B.) bei der Summations- 
bedingung: 
(C.) (m,--m,) (m,+ m;)(m,-- m; )(m,+ m;) l (mod.2) mit AR, 
bei der Summationsbedingung: 
(C'.) (m,+m;) (m, + m; )(m,+m,)(m,+m;) =:1 (mod.2) mit R', 
bei der Summationsbedingung: 
(C",) (m,+m;)(m,+-m,)(m.-: m,)(m,--m;) 1 (mod.2) mit AR 
bezeichnet, so ist: 
ih Wat, 


\ 
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und da bei allen Permutationen der Summationsbuchstaben m,, m,, m,. m, 
die drei Bedingungen (C.), (C'), (C”) nur in einander übergehen, so sind 


Zi 


es auch nur die drei eonjugirten Werthe R, R’, R’, welche die Function 
R(&,, &,&, 5) bei irgend welchen Permutationen der Grössen © anneh- 
men kann. 

(semäss der mit (A.) bezeichneten Darstellung von T, wird nun: 

(D.) T,=R—R', und folglieh T=R-R', T'=R'—R; 
es tritt daher bei jener Darstellung auch der Satz, 

Il. dass die Summe der drei eonjugirten Werthe von T, gleich Null ist. 
in vollkommene Evidenz. 

3.  Jener erste Satz, dass T,+T;, eine symmetrische Funetion der 
vier Grössen { ist, besagt nichts Anderes als die berühmte Jacobische 'T’heta- 
formel, welche das Fundament der vor einem halben Jahrhundert von Jacobi 
in Königsberg gehaltenen und durch die Ausarbeitungen seiner Schüler seit 
langer Zeit in weiteren Kreisen verbreiteten Vorlesungen über die T'heorie 
der elliptischen Functionen bildete. Denn aus der Gleichung: 


(E.) T.+T, = T+T; 
oder: 
T,(&, 61 en G)+ T,.(65, 6 kei G;) T, (&,, Cs G)+T;(&,, en Sr >); 


welche ausdrückt, dass die conjugirten Werthe der Funetion T,+-T, ein- 
ander gleich sind, geht die Jacobische Formel in der Gestalt. wie sie sich 
auf 8. 506 des ersten Bandes von Jacobis gesammelten Werken unter 
No. 11 angegeben findet, hervor, wenn man: 

2L,n=wr+z, Lan =w—z, 2l,ın=y+z, 2,n=y—2 
setzt. Andererseits folgt aber auch aus der Gleichung T,+T;, = T,+T;, dass 
T,--T, eine symmetrische Function der Grössen { ist. 

Der zweite Satz wird durch die Formel: 
(F) T+T+T =0 
oder: 

T,& &; & HT, o 5 HT, 5: 5 &) = 0 
ausgedrückt. Sie ist nichts Anderes als jene schon vor 25 Jahren von 
Herrn Weierstrass gefundene und in seinen Vorlesungen mitgetheilte For- 
mel *), und sie wird mit der Formel (I.) des VII. Buches der „Theorie des 


{73 r 


) Vgl. die Weierstrasssche Abhandlung in den Sitzungsberichten der Berliner Aka- 
ddemie der Wissenschaften 1832. I. S. 505. 


” 
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fonetions elliptiques“ von Briot und Bouquet *), welche dort als Funda- 
mentalformel bezeichnet wird, identisch, wenn: 


C,=2z+a+b 


2.,=a-b, 2%, =2r+a+b, 2; =2yta+b, 2 


gesetzt wird. In Herrn Halphens „Trait€ des fonections elliptiques“ wird 
die Formel (F.) als „die dreigliedrige Gleichung“ (&quation A trois termes 
bezeichnet, und sie ist schon dort auf S. 244 bis 246 durch direete Multi- 
plication der vier 9-Reihen bewiesen worden. 

4. Ebenso wie die Formel (D.): T, = R—R ergeben sich die 
Formeln: 

T,=R-+R, —T,+T,=2R' 

unmittelbar aus der mit (A.) bezeichneten Darstellung der Funetionen T. 
Aus derselben resultirt ferner, dass T,+T, durch die Reihe (B.) dargestellt 
wird, wenn man die Summation auf alle diejenigen Werthsysteme m. m,, m», m; 
beschränkt, bei welchen alle vier Zahlen zugleich grade oder zugleich ungrade 
sind, und daraus dass diese Summationsbedingung in Beziehung auf die vier 
Zahlen m symmetrisch ist, folgt unmittelbar, dass T,+-T, eine symmetrische 
Funetion der vier Gıössen Z ist. Bezeichnet man dieselbe mit S, so werden 


2 


die vier Funetionen T durch die vier Functionen R, R', R’, S in folgender 


Weise ausgedrückt: 
(@.) T,=S-R', T,=R-R, T,=R+R, T,=S+R", 


und die vier Funectionen R, R', R’, S, welche sich hier als geeignete Ele- 
mente zur Herleitung der 'T'hetaformeln erweisen, werden sämmtlich durch 
die Reihe (B.) dargestellt, nur dass: 
für A entweder uw =0, m =1l, m, =0, m, =1, 
ode wel, m =0, m =1, m =(, 
für R entweder u, =0, m =1l, m =1, m =(, 
odermsl.m, =0, m =0, m, =l, 
für R" entweder ww =0, m =0, m, =1l, m =] 
oder m, = 1, m, l,m =0, m =(, 
für S entweder u, =0, m =, m eV, m; =(, 
oderm, =l,m =1lm=1l1 m, =]1 


nach dem Modul 2 sein muss. 


*) Deuxieme edition. Paris 1875. 8. 486. 
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Der Inhalt der Grundgleichungen (@.) kann in folgendem Satze for- 
mulirt werden: 
die Funetion T,-+-T, ist eine symmetrische Funetion von 
Co, &, 5, &, und die drei Functionen: T,+T,, -T+T,, -T.-+T, 
(II.) sind mit einander conjugirt und gehören beziehungsweise den 


co « 14 


durch die Funetionen: G&+&&, GE +65, 6+&& repräsen- 


tirten Gattungen an. 

Aus diesem Satze gehen wiederum die Gleichungen (@.) hervor, wenn 
man die symmetrische Function T,+T, mit S und die Function T,--T, mit 
2R, also dann —T,+T, mit 2R' und — T,+T, mit 2R” bezeichnet. 

Mit Hülfe der Grundgleichungen (@.) oder des Satzes (III.) erkennt 
man unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Summen und Differenzen 
je zweier Funetionen T: 


T,+T, T,—T,, T,-+-T, sind symmetrische Functionen, 

T,+T,, T,+-T,, —T,+T, sind Funetionen der Gattung 4,5,-4-5£, 
T,—T,. tn. T,+T, sind Functionen der Gattung 4,5+&S5. 
n+T,, —T+T,, T,+T, sind Funetionen der Gattung 4%, +&£;. 


und je drei in derselben Columne stehende Funetionen der letzten drei 
Zeilen sind mit einander conjugirt. 
Der Satz (111.) schliesst den Inhalt der mit (1.) und (II.) bezeichneten 
beiden Sätze ein, und 
es gehen überhaupt die sämmtliehen Relationen, welche 
zwischen den Funetionen T,, T,. T,, T, und ihren eonjugirten 
bestehen, aus additiven Verbindungen der Grundgleichungen (@.) 
und der mit ihnen „eonjugirten“ Gleichungen hervor, nämlich in 
der Weise, dass jene Relationen identisch erfüllt sind, wenn darin 
für die Functionen T ihre Ausdrücke durch die Funetionen 
R, R, R”, S substituirt werden; alle Relationen zwischen den 
zwölf Funetionen 


T io i» “ ‘. T Te in “» “» T (= 97 “s in . 
„Ken Si, 2 Ga), (Sn, o2, 53» Ka (Sn, 3, Sı3 C2) Be, 4, 9) 


- 


entspringen somit nur daraus, dass diese zwölf Funetionen sämmt- 
lich gemäss den Gleichungen (@.) als lineare Verbindungen der 
vier Functionen R, R', R’, S darstellbar sind. 
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Der Satz (III.) oder das System der Gleichungen: 


TP = S-RC-D, T® = R®_R+D, TP= ROHR“ T®— SR» 
( ’ p) 2 Eu . an . 


3 
wo k=(, 1, 2 (mod.3) zu nehmen und T”=T, T”’=-T,, T?=T,; zu 
setzen ist, kann hiernach als das einfachste ausreichende Fundament aller 
jener Relationen angesehen werden. 
5. $ubstituirt man in der vierfach unendlichen Reihe: 


A; game +mi+m;+ m;) 62 (m, &,+m,& +m,&, +m,&,)ni 
Mb Pt Mt, Mg 
Mgy Mty5, Mia, Mg 


für &, &, &, & beziehungsweise: 


Gtrilnw+s), Gttlre+ts), G+lnw+s), G+lrw-+s;) 


Wo Fo, Fıy Pay 73, So, S15 8, 5 Irgend welche ganzen Zahlen bedeuten und w 
durch die Gleichung e”" = g bestimmt ist, so resultirt die Reihe: 


Y (—1)"0%0 +m,s, +m,s, + m,s, C 


Hl; Mt, Mia, Niz 


SL gumotm +m? + m;) .2(m,S, +m & +m,S,+m;{, 


ud | ud | u) 0 nnd 


multiplieirt mit dem Factor: 


(tr ar, tritr,+r;) 


g 2 
Hieraus folgt, dass die Functionen: 

ART TR tan 
beziehungsweise in: 


übergehen, wenn man: 


&+4 für 5 und &+4 für &, 
setzt, und dass sie, wenn: 


< 
> 


„+t4w für , und &+lw für &, 
substituirt wird, beziehungsweise in: 
I, Fu T , T,, 


multiplieirt mit dem Factor g”’e”=+»"' transformirt werden. 
Es ergiebt sich ferner, dass die mit (B.) bezeichnete vierfach un- 
endliche Reihe: 


Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 3. 34 














Kronecker, Bemerkungen über die Jacobischen Thetaformeln. 


. 1 2 2 2 2) 2 me&EtmL, ä ö 
> gmtmi tm; tm;), (m,&, tm, & + m, tm) j 


Nils Aity, Ma, Mg 


mit den Summations-Bedingungen: 


„ah, mzh, m=t, m;=t, (mod. 2), 
wenn 
+4 (rw == $,) für E (k=V, 2, 2, 3) 


substituirt wird, wiederum in eine Reihe (B.) mit den Summationsbedingungen: 
wzntb, ment, mzent+b, m;=r-+t, (mod. 2) 
übergeht, dabei aber die Grösse: 
fi 17 +1), +(r, +1, )s,+(r,+t,)s,+(r, +3 +r’-+r}-+r?) 
x rare tr )mi 


als Faetor hinzutritt. Die 16 Reihen (B,), welche den 16 möglichen 
Werthsystemen: 


uw=0, 1; =0, 1; bt =0, 1; b=0, 1 (mod. 2) 


entsprechen, gehen also bei allen jenen Substitutionen, abgesehen von dem 
angegebenen Factor, nur in einander über. Sie gehen ferner auch bei 
jeder Vertauschung von zwei Grössen © nur in einander über, da z.B. bei 
der Vertauschung von £, mit {, nur das Werthsystem (#,, f,, &, 4) in (t,, &,, &,, &,) 
übergeht. Da nun jede der Functionen R, R', R’, S die Summe zweier 
Reihen (B.) mit zwei zugehörigen Werthsystemen (4, &, &, &), und jede 
der Funetionen T,, T,, T,, T, die Summe oder Differenz von je zwei Func- 
tionen R, R', R’, S ist, so ist jede der Funetionen T ein Aggregat von 
vier keihen (B.) mit vier zugehörigen Werthsystemen (4, 4, &, &), und 
es ist folglich auch jede derjenigen Functionen von &,, &,, &, & ein solches 


Aggregat, welche aus T,, T,, T;, T, hervorgehen, wenn man 
S+lnw+s) für & &=0, 1,2, 3) 


substituirt, oder wenn man die vier Grössen & in irgend einer Weise mit 
einander permutirt. Bei Benutzung der Ausdrücke aller auf diese Weise 
gebildeten Functionen von &,, &, &, & durch die 16 Reihen (B.) werden 
die sämmtlichen Relationen, welche zwischen diesen Funectionen bestehen, 
zu Identitäten. 

So entsteht aus der mit 4(7T,+T;) identischen Function S, welche 
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das Aggregat zweier Reihen (B.) mit den Werthsystemen: 


b=0, 4=0, &=0, 4=0; 4=1l ı=1l b=l del 


< 


ist, durch Hinzufügung von 4w zu &,, eine Reihe (B.) mit den Werth- 
systemen: 
h=d, ı—=(, el, KV: ü, == 1. t, — 1. t, EU, ji, = 1, 


und durch Hinzufügung von 4w zu &,, eine Reihe (B.) mit den Werth- 
systemen: 


Dim Eur Leiche AL hell Led, 


Dadurch geht aber die Function T,+T, in die Function: 


4 < c s < C < Ya co Co x Fa Co x /<s oo \ Co Co 
(Cut C)9; (S,— 5) G)8, (G.—L;) ni Flut 1) v2 a + -) 3 va Tu, 


abgesehen von einem Factor über, und hierbei ist das obere oder untere 
Zeichen zu nehmen, je nachdem Io zu {, oder zu &, hinzugefügt war, 
Die hier erlangte Darstellung jener beiden Aggregate von T'hetaproducten 
durch die Reihen (B.) setzt es nun in Evidenz, dass die Summe der beiden 
Thhetaproducte in Beziehung auf {,, &,, &;, die Differenz aber in Beziehung auf 
&, &ı, & symmetrisch ist, und die Gleichsetzung zweier durch Permutation 
der Grössen & entstehenden Ausdrücke führt zu den Jacobischen Formeln, 
welche auf S. 507 des I. Bandes von Jacobis Werken bei (A.) No. 9 und 
10 angegeben sind. 

6. Bezeichnet man die Reihe (B.) bei den Summationsbedingungen 
m, = t, (mod. 2), welche auch als Produet von vier T'hetafunetionen: 

3;_,(25,, g)F; ‚(25,, q’)I3_,(2%,, g)* 3 „(25;, q) 


dargestellt werden kann, mit: BD(t,,t,t,,1,), so sind es nach obigen Ent- 


wickelungen die 16 den verschiedenen Werthsystemen = (0, 1 entsprechen- 

den Reihen B(t,, t, £, 4), durch deren Einführung die a. a. O. mit No. 1 

bis 10 bezeichneten Jacobischen 'T’'hetaformeln als Identitäten erkannt werden. 

Dies resultirt aber auch direct, da man, ausgehend von der Definition: 
n=4+ & 


00, In? niıni n=4th(h+1) 
v; (Ü) — y en er > 2. y\ 
zn (mod, 2 
Li h \“ pr 2 q e e,, Lilh— 1) _ 1 J PR 
N 


für 9, +). -5)H&+5)9 (&:—L;) unmittelbar die vierfach unend- 
liche Reihe: 


5 2, 1)” e,+ m, €; gun +mi+m; + m;) 2m, tm co tm, ,+m,S,)ri 


Mg, Mty, Mg, My 


34° 
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mit den Summationsbedingungen: 
m tm, == 4h(h+1), m,+m; = 4k(k+1) (mod. 2) 
erhält. Hiernach wird: 
Ir) 55) 
— S-1" Bo, Ö-+4h(h-+1), d', +4k(k+1)), 

wo die Summation auf die vier Werthsysteme: d=0, 1; ' =0, 1 zu er- 
strecken ist. Dieses Aggregat von vier Reihen (B.) ist 

für A=0, k= 0: B(0000)+ BA1111)— B(0011)— B(1100), 

für Ah=0, k= 1: B(0001)+RB(1110)— B(0010)— B(1101), 

für Ah=0, k=2: B(0001)-+ B(0010)— B(1101)— B(1110), 

für h=0, k= 3: B(0000)+ B(0011)— B(1100)— B(1111), 

für h=1, k=1:B(0101)+B(1010)— B(0110)— B(1001), 

für h=1, k=2:B(0101)-+B(0110)— B(1001)— B(1010), 

für h=1, k= 3: B(0100)-+ B(0111)— B(1000)— B(1011), 

für h=2, k=2:B(0101)+B(0110)+ B(1001)-+ B(1010), 

für h=2, k=3:B(0100)+B(0111)+B(1000)-+B(1011), 

fürk=3, k=3:B(0000)-+B(0011)+B(1100)-+-B(1l11), 
und wie sich bei Einsetzung dieser Ausdrücke die Jacobischen Formeln 
gestalten, möge an einem Beispiel gezeigt werden. 

In der Jacobischen, a. a. Ö. mit No. 7 bezeichneten 'T'hetaformel ist 


der Ausdruck auf der linken Seite die Summe der beiden, den Werthsystemen 
h=0, k=2 und A=1, k=35 entsprechenden Thetaproduete, also gleich: 


B(0001)4-B(0010)+B(0100)-+-B(O111)—B(1110)—(B1101)—B(1011)—-B(1000). 


Dieses Aggregat von Reihen B(t,, t, &, £,) ist offenbar in Beziehung auf 
t,. t,, f, symmetrisch, und die hierdurch dargestellte Function von &,, &, &, &; 
ist deshalb in Beziehung auf Z,, &, & symmetrisch. Der Ausdruck auf 
der rechten Seite jener Jacobischen "T'hetaformel entsteht aber aus dem- 
jenigen auf der linken Seite durch Vertauschung von &, und &,, und er ist 
daher mit demselben identisch. 


’. Herr Scheibner hat gezeigt *), wie aus der Jacobischen Funda- 


*) Vel. S, In8 dieses Bandes. 
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mentalgleichung: 


= 
ge 
hr 
1 
- 


die Weierstrasssche Formel: 
‚y N ! n [7 AlHj 
u “ Er T, | T, = () 


erhalten werden kann. Die bezügliche Deduction lässt sich bei den hier 
gebrauchten Bezeichnungen dahin fassen, dass die Jacobische Gleichung, 
wenn man darin die Argumente &, und &, um 1 vermehrt, in die Gleichung: 


I, nr T, m ven T,+ T, 
übergeht, welche bei Vertauschung von &, und £, die fernere Relation: 
T-T, = -T+HT7 


ergiebt, und dass daher T, sich als Differenz zweier conjugirten Werthe 
einer dreiwerthigen Function von &,, &, &, & darstellen lässt. 

Dass andererseits auch die Jacobische Formel aus der Weierstrass- 
schen abgeleitet werden kann, ist schon in dem oben angeführten Werke 
von Briot und Bouquet dargelegt worden *), und es zeigt sich unmittelbar, 
wenn man die drei Gleichungen: 


T+T+T!=0, T-T-TR=0, T+T-T, = 0 


zu einander addirt, von denen die zweite aus der ersten hervorgeht, indem 
loegq 


-) 


„rt 


C, und &, um 4 vermehrt wird, die dritte aus der zweiten, indem 
zu &, und Z, hinzugefügt wird (vgl. die Ausführungen in No. 5). 

8. In der Abhandlung: „Formulae novae in theoria transcendentium 
ellipticarum fundamentales“ hat Jacobi unter No. 12 **) eine Formel ent- 
wickelt, welche bei Anwendung der obigen Bezeichnungen folgendermassen 
lautet: 


Tr 
Von 





A TEE ER 
(H.) Ts. & 1 + 18. >) | 3 den ® 


und welche aus jener schon in No. 2 citirten Jacobischen Thetarelation (E.): 


m,“ o . a = o <- co. 
T. (Co, C., C; G)+T;(&, &, SE C;) u T,(&, + > G)+ T;(&; sy = 5 





*) Vgl. Briot und Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques. Deuxieme edition. 
Paris 1875. S. 495 sqa. 
14 
**) Band XV, S.203 dieses Journals und Band I, S. 340 von Jacobis gesammelten 
Werken. . 
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hervorgeht, wenn man &,=&,-+4(1-+w) setz. Für Jacobi bildete die 
speciellere Formel (H.) gewiss eine nützliche Vorstufe bei der Auffindung 
jener allgemeineren, welche ihm nachher als Fundament für seine Vor- 
lesungen über elliptische Funetionen diente *); merkwürdiger Weise bildet 
aber auch die speciellere Formel (H.) eine nothwendige Vorstufe bei der 
Herleitung der allgemeineren, wenn man, anstatt von den T'heta-Reihen aus- 
zugehen, die Entwiekelung der T'hetafunetionen in unendliche Producte zu 
(runde legt. 

Um diese Herleitung auseinanderzusetzen, betrachte ich zuvörderst 
den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (H.) als Funetion von 
e=", Die Produetentwickelung der Functionen T lässt nun unmittelbar er- 
kennen, dass, wenn ge*" an die Stelle von e*" gesetzt wird, im Zähler 
und Nenner jenes Ausdrucks nur derselbe Faetor hinzutritt, der Ausdruck 
selbst also ungeändert bleibt. Zur Ermittelung seines Werthes kann man 
sich demnach auf diejenigen Werthe des Argumentes e=” beschränken. 
welche in dem Ring-Gebiete zwischen den beiden Kreisen mit den Radien 
'g| und 1 liegen. In diesem Gebiete liegen, wie ebenfalls durch die Pro- 
duetentwickelung der Funetionen T evident wird, nur zwei Werthe von 
e="', für welche der Nenner T7,(&,, &,, &, &) gleich Null wird, und zwar von 
der ersten Ordnung. Diese beiden Werthe sind durch die Gleichungen: 


oe 


G=G+lue, =-b+lvo 


bestimmt, in welchen « und v ungerade Zahlen bedeuten. Für diese beiden 
Werthe von &, werden aber die beiden Funetionen T, und T, im Zähler 
des Ausdrucks auf der linken Seite der Gleichung (H.) einander entgegen- 
gesetzt gleich. Der Ausdruck selbst bleibt daher für alle Werthe von 
e”" endlich, er hat also nach dem Cauchyschen Satze einen von Z, unah- 
hängigen Werth, und aus der Annahme &,=[, ergiebt sich sofort, dass 
dieser Werth gleich 1 ist. 

Nachdem somit die Richtigkeit der specielleren Jacobischen Formel 
(H.) dargethan ist, betrachte ich zur Herleitung der allgemeineren mit (E.) 
bezeichneten Formel den Quotienten: 


r T, Ei, Ri + T, e * Mr ye T, 20 se 
(K.) CHE FESTE PEN | ACHE-TE: 


*) Vgl. die Bemerkung 3. 8. 262. 
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dessen Werth sich gleich 1 erweisen soll, als Function von e””,. Man 
sieht nun zuvörderst wieder, dass der Werth des Quotienten ungeändert 
bleibt, wenn ge” an die Stelle von e“"' gesetzt wird, dass man sich also 
auf diejenigen Werthe beschränken kann, deren absoluter Betrag zwischen 
gl und 1 liegt. Unter diesen giebt es aber nur zwei, durch Gleichungen: 

= Htlullto), .=-L+4v(l+e) (u, v ungerade) 


bestimmte Werthe von e®", für welehe der Nenner T, gleich Null wird, 
und zwar von der ersten Ordnung; und für eben diese Werthe wird der 


Zähler, abgesehen von einem Factor, durch den Ausdruck: 


—- . | gt = e oe . \ rm co co co Co \ 
T,(&,, En; Cı, G)+T,(&, 27 GC; 3) l,(&., >13) 223 »3) 


dargestellt, welcher gemäss eben jener specielleren Jacobischen Formel (H. 
verschwindet. Vermöge dieser Formel erkennt man also. dass der Werth 
von (K.) für alle Werthe von Z, endlich und daher von Z, unabhängig ist. 
Setzt man nunmehr &,=&,+4, so wird der Ausdruck (K.) mit dem Aus- 
drucke auf der linken Seite der Gleichung (H.) übereinstimmend und er- 
weist sich also in der "That gleich Eins. 

9. Während sich in der von den 'T'heta-Reihen ausgehenden Ent- 
wiekelung die Jacobische 'T'hetaformel noch unmittelbarer als die Weier- 
strasssche ergiebt, gestaltet sich bei dieser letzteren, vermöge desjenigen 
Vorzugs, welcher in der oben erwähnten *) Bezeichnung als ‚‚dreigliedrige 
Gleichung“ hervorgehoben ist, die Herleitung aus der Produet-Entwiekelung 
der Thetafunetionen wesentlich einfacher. 

Betrachtet man nämlich den Quotienten 

ER TAE 

To & 5 6) 
dessen Werth sich gleich 1 erweisen soll, als Function von e“”, so zeigt 
sich zuvörderst wie oben, dass sein Werth sich nieht ändert, wenn man 
dem Argumente e“" den Factor q hinzufügt, dass man sich also auf die- 
jJenigen Argumente beschränken kann, deren absoluter Betrag zwischen 
Yg und |Yg”'| liegt. Nun sind die Argumente, für welche der Nenner 
sleich Null wird, dureh die Bedingungen: 


.=btrw, .=—L+tsw 


- 


*) Vgl. den Schlusssatz in No. 3. 
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gegeben, in welchen r und s ganze Zahlen bedeuten, und die Werthe des 
Quotienten sind für diese Argumente beziehungsweise dieselben wie für 
%,=L und ,=-—ÖL. Hierfür wird aber nieht nur der Nenner Null, und 
zwar von der ersten Ordnung, sondern auch der Zähler. Jener Quotient 
bleibt also für alle Werthe von &, endlich, und sein demgemäss von £, 
unabhängiger Werth erweist sich, wenn man &,=Ö, setzt, in der That 
gleich Eins. 


Berlin, 1887. 
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Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel. 


(Von Herrn K. Hensel.) 


I. seiner grundlegenden Arbeit „Allgemeine 'T’heorie der gerad- 
linigen Strahlensysteme“ (dieses Journal Bd. 57) hat Herr E. E. Kummer 
die zweifach unendlichen Schaaren gerader Linien mit denjenigen Hülfs- 
mitteln untersucht, welche die Theorie der krummen Oberflächen liefert, 
und damit der T'heorie der Strahlensysteme den ihr zukommenden Platz 
angewiesen. Wenn in der vorliegenden Abhandlung derselbe Gegenstand 
dennoch noch einmal aufgenommen worden ist, so sind hierfür hauptsäch- 
lich zwei Gründe massgebend gewesen. 

Einmal ist es mir bei eingehenderem Studium dieser Theorie ge- 
lungen, Methoden zu finden, mit deren Hülfe man die a. a. O. gefundenen 
eleganten Resuitate fast ohne alle Keehnung ablesen kann. Die ganze 
Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel lässt sich nämlich auf die 
Untersuchung zweier quadratischen Differentialformen zurückführen. Stellt 
man aber diese Formen mit Hülfe einer simultanen Transformation als 
Summen von (Quadraten dar, so vereinfacht sich die Herleitung aller 
hierher gehörigen Resultate in überraschender Weise, und es kann jetzt 
zweifelhaft erscheinen, ob der Vorzug grösserer Einfachheit. welehen Möbius 
(Sitzungsber. d. sächs. Ges. d. Wiss. v. 15. März 1862) für seine mehr 
geometrische Behandlung dieser 'T'heorie geltend macht, ihr auch jetzt 
noch zuzusprechen ist, ganz abgesehen davon, dass die hier angegebenen 
Methoden unmittelbar bei analogen Untersuchungen innerhalb höherer \an- 
nigfaltigkeiten angewendet werden können. 

Zweitens hoffe ich, durch Hinzufügung einer Reihe von neuen Resul- 
taten die Kummerschen Untersuchungen in einigen wesentlichen Punkten 
ergänzt zu haben. In ihr sind nämlich im Wesentlichen nur die fünf 
Hauptpunkte des Mittelstrahles eines Bündels, nämlich sein Mittelpunkt. 
sowie seine beiden Brenn- und Grenzpunkte betrachtet und die Haupt- 
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eigenschaften der zu ihnen gehörigen Abstandsrichtungen erörtert worden. 
dagegen wird auf die Lage und auf die engeren Beziehungen der Nach- 
barstrahlen zu einander und zu ihrem Mittelstrahle fast garnicht einge- 
gangen. — Führt man nun die Werthe jener vorhin erwähnten Diffe- 
rentialformen als unabhängige Veränderliche ein, so ergeben sich aus 
ihnen die einem Nachbarstrahle entsprechenden Differentiale der unab- 
hängigen Variablen allerdings nicht ein- sondern vierdeutig, aber die vier 
durch sie bestimmten Nachbarstrahlen stehen ihren Haupteigenschaften nach 
in der allerengsten Beziehung zu einander, deren ausführlicher Darlegung 
ein Theil dieser Arbeit gewidmet ist. Ferner lassen sich auch die Eigen- 
schaften der durch ein Strahlenbündel in beliebiger Richtung geführten 
Schnitte deshalb einfacher und genauer angeben, weil das der Betrachtung 
zu Grunde geleste Coordinatensystem den Bedürfnissen einer jeden Speeial- 
untersuchung mit Leichtigkeit angepasst werden kann. 


Berlin. den 16. Mai 1887. 


Sl. 
\nalytische Bestimmung der Lage eines beliebigen Nachbarstrahles in Bezug auf den Mittelstrahl 
eines unendlich dünnen Strahlenbündels. 


Ein geradliniges Strablensystem sei in der Weise gegeben, dass 
seine Strahlen bekannte Functionen zweier unabhängigen Variabeln « und 
v sind. Ein beliebiger Strahl Z des Systems, für den v=w, v=», sein 
mögen, ist bestimmt, wenn man die rechtwinkligen Coordinaten x,y,2, irgend 
eines auf ihm liegenden Punktes, des sogenannten Anfangspunktes, sowie 
die Richtungseosinus &,7,&, derjenigen Winkel, welche derselbe mit den 
rei Coordinatenaxen bildet, als Funetionen von «, und ®, kennt. Ein 
jeder Punkt von Z bestimmt sich alsdann eindeutig durch seine Entfernung 
r vom Anfangspunkte, oder seine Abseisse, wenn man die positive und 
negative Richtung auf dem Strahle durch das Vorzeichen von r kenn- 
zeichnet. 

Im Folgenden soll das Strahlenbündel betrachtet werden, welches 
durch die dem Mittelstrahle Z unendlich nahen Strahlen gebildet wird. 
Analvtisch ist ein jeder Nachbarstrahl /! von Z durch seine Coordinaten 


a=uw+rdu, v=m+tdeo, 


also auch dureh die ihm entsprechenden Inceremente da do selbst, eindeutig 
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bestimmt. Geometrisch ist der Strahl / gegeben, wenn man einmal die 
Abseisse r seines Abstandspunktes, d.h. desjenigen Punktes auf ZA kennt. 
in welchem / und Z ihre geringste Entfernung 7 besitzen, ferner die Grösse 
jener unendlich kleinen Strecke 7, sowie ihre Riehtung, d.h. ihre Rich- 
tungscosinus 24 ««, und endlich den unendlich kleinen Winkel de, welchen 
/ mit Z bildet. Es ist leicht, diese sechs Bestimmungsstücke dureh die 
dem Nachbarstrahle / entsprechenden Ineremente de dydz, dsdrdZ auszu- 
drücken. Bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen von höherer 
als der ersten Ordnung ergiebt sich nämlich: 
dr d£E+dydn+dzd£ 

d&’+dn’+d£’ 


b) de = dö+dn+dT, 


a) = 


. ” Pr | , - 
f C) s = WZ/-WA+-VWU = — < ) En, 

1.) | m‘ 4 
ds dn & 

de dy dz 

1 | .. 

d)) nm = Er 
/ de ° ' 





ds dn d£ 


wo ®,9,@, Unbestimmte bedeuten und de auch seinem Vorzeichen nach 

durch die Forderung bestimmt ist, dass die Streeke 7 positiv sein soll. 
Denkt man sich jetzt die Ineremente dedydz, dsdndZ durch die 

partiellen Ableitungen von xyz, &n{ nach x und e und die Differentiale 

dudv ausgedrückt, so erhält man für die vorher angegebenen Bestimmungs- 

stücke die folgenden Ausdrücke: 

edu’+2fdude -+gdv’ 
 Edu?+2Fdudv +Gdv? ' 


b) de = Eduw+2Fdudr-+Gdr’, 


a) r= 


| . Ob. 

Edu-+- Fdv Ss ——-üö, 

c c gg == — | = ,2-+-0/+@.u. 
(2.) ) AIde | _ ö£ | 
Fdu+Gde $ 5, ®: 


1 (1 |Edu+Fde edur+fdio| FL nI2 1 0or der)! 
2 ——; y (Edu’ +2 Fdude + Gdv‘)\. 
e\I  Fdu+Gdo fdu+- gdv * | 





wo sich das Summenzeichen, wie überhaupt stets in dieser Arbeit, auf die 


35” 
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(Grössen xyz, &n{ und die Indices 123 bezieht, und die neu auftretenden 
Uoefficienten sich in der folgenden Weise durch die partiellen Ableitungen 
der Grössen zyz, $n{ nach « und » ausdrücken: 


nE\2 9 
u ee Fa Seiurklin 
ou / ou Mu’ 
ey oa 08 
r o CT — « ’ 
b\ F er . ( & os ot cu Tersses Wi, \ 
3 = 2 ee; gg f = J(hth), 
EN ou 0ov ox 0&E 
5) h = 3- a, 
OU ot 
/0E\ or 08 
c) G= Zu =; g= 2-- 
OU OD ot 
oO oc oO On\ 
d)) L = ÜER-F en HE), 
‚ou 0 on © 





Aus der letzten Gleichung von (2°) ergiebt sich, dass die Grösse 4 
nie negativ, dass also 7 selbst stets reell ist. Der besondere Fall, dass 
diese Grösse verschwindet, soll, da er sich durch Grenzbetrachtungen ein- 
fach erledigen lässt, hier unberücksichtigt bleiben. Im Folgenden soll für 
4 stets der positive Werth von YEG—F’” gewählt werden; durch diese 
Festsetzung ist dann die positive Richtung auf ZL eindeutig bestimmt. 

Sind zAu, z’4 uw die Richtungscosinus der kürzesten Abstände rn, 7 
irgend zweier Nachbarstrahlen /, !', denen die Inceremente dude, du de‘ der 
unabhängigen Variablen zukommen, so ist der Sinus desjenigen Winkels 
(aa’), welchen jene beiden Abstände mit einander bilden, eindeutig durch 
die Gleichung: 


sn 
. , - 
sinn) =|xz 4 u 
e N. 


bestimmt. Aus ihr ergiebt sich durch eine einfache Determinantenum- 


formung: 

08 OE , 
PJ = .2) =( a =) 

A 1 ou ou 

sin(an) = — 

4 08 OE ; 
I.) 22%) 

| Ov oV 


oder mit Benutzung von (2.), ec), indem man dort an Stelle der Unbe- 
stimmten ®,@,@, beziehlich 









h 
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on 


D 


setzt: 


BEN e* du de' — dvdu' 
(3.) sinlaz) I. 
de.de 


wenn, wie überhaupt im Folgenden, die zu einem Strahle Z’ oder /, ge- 
hörigen Bestimmungsstücke in entsprechender Weise bezeichnet werden. 
Man erkennt ohne Rechnung, dass diese Vorzeichenbestimmung mit der in 
1.), e) und (1.), d) für sin(de) = de gegebenen zusammenfällt, wenn man, wie 
dies vorher geschehen ist, als positive Richtung der auf Z und 2 senk- 
rechten Geraden z die von ZL nach / gehende ansieht. 


. 
sy a. 
Transformation der Bestimmungsgleichungen eines Nachbarstrahles. Definition der eonjugirten, vi 
bundenen und entgegengesetzten Nachbarstrahlen und der Strahlenbündel gleicher Neigung 


Die allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme lässt sich, 
wie jetzt gezeigt werden soll, auf die Untersuchung der beiden binären 
quadratischen Differentialformen zurückführen: 

1 (p = Edu’ +2Fdude -- Gde‘, 

\ .) 
j lv = edu- 2f dudo-- gdv,, 

von denen die erstere nach (2°), d) des vorigen Paragraphen stets eine 
definite ist. Die Untersuchung dieser Formen vereinfacht sich ganz ausser- 
ordentlich, wenn man dieselben simultan in die Summe zweier Quadrate 
transformirt. 

Es mögen also p, q zwei neue unendlich kleine Grössen sein, welche 
mit da, de durch die Gleichungen: 

A) 
jdu = op-+Pg, 
dr = yp-+Jq 
zusammenhängen, und welche so gewählt sind, dass die Formen g und y 
beziehlich in 

oo = vd. 
ly = —(wp’+w,g‘) 
übergehen. Man sieht leicht, dass eine derartige Transformation stets mög- 
lieh ist, und welches die Werthe der Substitutionscoeffieienten und der 
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Grössen w,, w, sind. Da nämlich die Formenschaar vey+w für w = w, 
und ©» = w, eine verschwindende Determinante besitzen muss, so bestimmen 
sich diese Grössen als die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


Ew+e Fw-+f 


Kb, 
Fw+f Gw-+g 


= SF (w—2Hw-+K) =, 


wo 
Eg— 2Ff-+Ge eg—f’ 
(4°,) H= a g A) / - . K - I f 2. 
2(EG—F?) ' EG—F’ 
die beiden absoluten Invarianten der Formenschaar »y-+w sind. Die neuen 
Coordinaten p und q und damit auch die Substitutionscoeffieienten in (2.) 
bestimmen sich alsdann durch die aus (3.) folgenden Gleichungen: 


r | (w.-w)p = wp+WY, 
(D.) j 
w-w)g = wıg+W. 
Eine Vergleichung der Determinanten der ursprünglichen und der transfor- 
mirten Form @ liefert den Werth der Substitutionsdeterminante: 


“ 
= 


woraus auch hervorgeht, dass dieselbe stets endlich und von Null ver- 


(6.) 0 — Ay = 


schieden ist. 

Aus (4.) folgt, dass w, und w, stets endliche Grössen sind, da der 
Fall 4=0 ausgeschlossen ist *). Eine einfache Umformung der Diseri- 
minante A’—K der determinirenden Gleichung (4.) ergiebt aber noch weiter. 
dass w, und @, und damit auch die Coefficienten der Substitution (5.) stets 
reellwerthige Functionen von « und ve sind. Bezeichnet man nämlich die 
Determinanten: 

eF—-fE, gE-e@G, fG—-gF 
beziehlich durch 
E, F, (GH, 

so besteht die identische Gleichung; 


1 


"wu, < 2 N2 92 "fx x N 21 
579 pi ) =H’-K= az |} P+(EG—-GE)!, 


*) Der Fall 4=0 ist in der erwähnten Kummerschen Arbeit vollständig behandelt 
worden (vgl. a.a. 0. S. 208), ebenso auch der noch speciellere Fall, dass ausserdem noch 
f, = f, ist. In diesem letzten Falle verschwinden alle Coefficienten in der Entwickelung 
der Determinante (4.). 
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woraus sich ergiebt, dass diese Discriminante nie negativ ist, dass also w, 
und w, reale Werthe besitzen. Verschwindet die Diseriminante, wird also 
wo, = W, = w,, So nimmt diese Bedingung unter Hinzuziehung von (7.) und 
der identischen Gleichung: 


EG+FF+GE = 0 
die Form an: 
FAEotGE = 0. 
es muss daher: 
E=F=-6=0. 


also: 
A ee 


mithin: 
w,gy+yVv = UV 


sein. Auch in diesem Falle ist es also möglich, der Bedingung (3.) dureh 
eine reale Substitution zu genügen. Es mögen die Wurzeln der Gleichung 


4.) so bezeichnet angenommen werden, dass 


(8) w.—-w, — 0 
ist. 

Für die Funectionaldeterminante der Formen g und w ergiebt sich 
mit Hülfe von (1.), (2.), (3.) die Gleichung: 


nd / 


Edu+Fde edu-- fdv | p w,p | 
(9.) 0X = 3-5 —= I(w,—w,)pq. 
Fdu+@Gde  fdu-+gde “Pig op 
Es mögen jetzt an Stelle von dude zwei neue unabhängige Variable 
o, r eingeführt werden, welche mit jenen durch die Gleichungen: 
| Edu+2Fdude+Gde =p+gqg = tr, 


1 


(10, | | 
- |; (Edu+- Fdr)(fdu+-gde)— (Fdu+Gdo)(edu+fdr)| = (w.—w,)pq = 0 


zusammenhängen. Setzt man zur Abkürzung: 


an? Ca zen 2 /© 
(11.) m (W,— 10, ) Fuer I 


so drücken sich nach (2.) des vorigen Paragraphen die Bestimmungsstücke 
der Nachbarstrahlen in den neuen Coordinaten pg, beziehungsweise o7 fol- 
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sendermassen aus: 


wp’+w,g°’ 
ae Se | Han. 00 
p+tq 


)) dr 





12. 
c) = = 0—G,, (m Fr 0), 
Bd) ae h=h, 


24 

Sind Z und 7 zwei beliebige Nachbarstrahlen, pg, p'g’ ihre Uoordinaten. 
so erhält man für den Sinus des Winkels (zz), den ihre kürzesten Abstände 
mit einander bilden, aus (3.) $1 und (6.) den folgenden einfachen Ausdruck: 


. NEE „. dan. „20 
(13.) sin(an) = Te de 


Aus (10.) ergiebt sich, dass die Grössen o und 7 für die Nachbarstrahlen 
im Allgemeinen unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung sind. Nimmt 
man diese als gegeben an, so bestimmen sich p und q und damit auc)ı 
da und de im Allgemeinen mehrdeutig. Man erhält dann und nur dann reale 
Werthe für diese Differentiale, wenn die Bedingung: 


| -0,° Ö se 
(14.) us 
| 0, = = = 4 PK 

erfüllt ist; einem jeden dieser Bedingung gemäss gewählten Werthepaare 
(o, r) werden im Allgemeinen die Coordinaten (p, g) von vier Nachbar- 
strahlen entsprechen, welche letzteren in der allerengsten Beziehung zu 
einander stehen. Dieselben sollen daher verbundene Strahlen genannt werden. 
Die vier zu verbundenen Strahlen gehörigen Werthepaare »q lassen sieh 
als die Coordinaten der Durchschnittspunkte eines Kreises und einer Hyperbel 
auffassen, welche durch die Gleichungen: 

0 


p+q=1, 2pq= 


0, 

definirt sind. Im engeren Sinne sollen die beiden Strahlen, für welche 
p und q auf einem und demselben Hyperbelbogen liegen, conjugirte, die- 
jenigen, deren Coordinaten auf demselben Hyperbeldurchmesser liegen. 


Diametralstrahlen genannt werden. 


In engem Zusammenhange mit diesen stehen auch diejenigen vier 
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Nachbarstrahlen, welche dem Werthepaare (—o, r) entsprechen, deren 
Coordinaten (p, g) also die Durchschnittspunkte der zu der vorhin er- 
wähnten conjugirten Hyperbel mit demselben Kreise sind. 

Sind o und r so gewählt, dass: 


0<0<so 


0. 


und bezeichnet man mit (p, q) diejenigen positiven Werthe der Coordinaten, 
welche den Bedingungen: 


er nz 2 0 a in 
(15.) p+tg=r 2pa=—, p-g —V 


0, 
genügen, so sind die Coordinaten der vier zu (0, 7) gehörigen verbundenen 
Strahlen: 

I, h; lı. l; 


beziehlich gleich: 

BO WA Bd u -P): 
während die vier dem Werthepaare (—o, r) entsprechenden verbundenen 
Strahlen 

R ER y 

die Coordinaten 

NM Bd Sr B -V 
haben. Es sind dann z. B. die Strahlen /,, /, conjugirte, /,, {| Diametralstrahlen., 
und es sollen ferner zwei Strahlen, deren Coordinaten sich zu einander 


wie diejenigen von /, und A, verhalten, entgegengesetzte Strahlen genannt 
werden. 


s 


Die Haupteigenschaften der verbundenen, conjugirten und entgegengesetzten Strahlen. 

Es sollen jetzt die Beziehungen, welehe zwischen den acht soeben 
charakterisirten Strahlen bestehen, untersucht werden. 

Seien / und !’ zwei beliebige Nachbarstrahlen von L, (o,r), (o', =") 
die ihnen entsprechenden Werthe der Formen (10.) des vorigen Paragraphen. 
Sind dann r und r die Abseissen ihrer Abstandspunkte, und ist (rın’) der 
Winkel, welchen ihre kürzesten Abstände vom Mittelstrahle z und rn’ mit 


einander bilden, so ergiebt sich aus (12.) und (13.) des vorigen Para- 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 4. 36 
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graphen: 
5 + a. pqa’—p’q’ 
a r—r = 20, - a, 
PHP) 
rn _ Bi 
en b) sin(an) = u; 
ö ec)  eos(an) = Een 
i de.de' 
= vr u u 
d) de' de = 0 0= 20, pP" +gq” p’+gq’ 





Aus diesen allgemeinen Gleichungen kann man die speciellen Be- 
ziehungen zwischen conjugirten, entgegengesetzten und Diametralstrahlen 
leicht ableiten: Seien zunächst /, und /, irgend zwei conjugirte Strahlen, 
(p, q) und (g, p) ihre Coordinaten, wobei der Einfachheit wegen, wie über- 
haupt im Folgenden, angenommen werden soll, dass p, q und o den Be- 
dingungen (15.) des vorigen Paragraphen genügen, so ergiebt sich: 


a 2’ —g° 

a) n.-1r, = 20,: rg ’ 

b) . ) p’—g’ 2pq o 

SIN(TT, TI, — r 5 GOS (TI, TI, = > — Pr 

(2.) ( BG p’+q’ ’ ( 1 ,) p +q’ 3 

ec) a = die8,=- ie, mo 

N m nt, > + Ar ’ 

d) ng = 0-1 = 20, sin (1, 7, )sin (71, 71,), 





wo 7; und , die zu 0’ gehörigen eonjugirten kürzesten Abstände sind: 
aus a) und b) folgt noch die merkwürdige Relation: 


3) nr = 20,8in(n,n,). 


Aus der ersten dieser Gleichungen ergiebt sich, dass die Abstands- 
punkte zweier conjugirten Strahlen dann und nur dann zusammenfallen, 
wenn 

p=+q, 0=+%, 


ist, und man erkennt leicht, dass für diese speciellen Werthe je zwei con- 
jugirte Strahlen überhaupt zusammenfallen. 

Aus (12°) des vorigen Paragraphen ergiebt sich für die Abseisse r, 
dieser Strahlen: 


4) n= MH 
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Derjenige Punkt des Mittelstrahles, dessen Abseisse ,—H ist, soll sein 
Mittelpunki, diejenigen Nachbarstrahlen, welche hier ihren kürzesten Ab- 
stand haben, die Mittelpunktstrahlen des Bündels genannt werden. Für 
jeden Werth von 7 giebt es dann zwei Paare von diametral entgegen- 
gesetzten Mittelpunktstrahlen Z,, Z, und A,, A,, welche beziehlich durch die 
Gleichungen: 
o=+t0, und 0o=-—-o, 

bestimmt sind. 

Setzt man in (1.) an Stelle von / den Mittelstrahl Z, und für 7’ jeden 
der beiden conjugirten Strahlen /,, 4, so ergiebt sich zunächst: 





in. 
a) or = I — Kr: 
p’+q' 
s I—4q 
4- b nf Ka } 
do). ) sin (77, 71,,) u “ 
D.) Y2.de 
x I + 
ce) Co8(n,7,) = EL3.. 
Y2.de 


aus den drei Gleichungen (5.) kann man dann sofort die auch schon von 
Möbius a.a.O aufgestellte Gleichung ableiten: 


(6.) p. == r,— O,8in (277). 


Alle Strahlen, deren Projecetionen auf eine zum Mittelstrahl 
senkrechte Ebene parallel sind, haben also einen und denselben 
Abstandspunkt. 

Aus (5.) folgt ferner mit Hülfe der analogen Ausdrücke für den 
Strahl 2: 





(ru—r,) (r,—r;) — , 
(7.) sin (7,71,)+sin(7,71,) = 0, 
CO8F(N,7,) = COS(N;N1,). 


Die Formeln (2.) und (7.) lassen die Beziehungen, welche zwischen con- 
Jugirten Strahlen bestehen, deutlich erkennen. Dieselben können folgender- 
massen ausgesprochen werden: 

Die Abstandspunkte conjugirter Nachbarstrahlen liegen sym- 
metrisch zum Mittelpunkte, ihre Abstandsrichtung symmetrisch zu 
ihrer Mittelabstandsriehtung. Ihr Abstand vom Mittelstrahle, sowie 
ihre Neigung gegen denselben ist für beide Strahlen gleich. 

36* 
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Im Folgenden sollen deshalb irgend zwei zum Mittelpunkte symme- 
trisch liegende Punkte des Mittelstrahles conjugirte Punkte genannt werden. 

Sind Z,!; zwei Diametralstrahlen, (p, q), (—p, —g) ihre Coordinaten, 
so ergeben sich mit Hülfe von (1.) die Sätze: 

Die Abstandspunkte irgend zweier Diametralstrahlen fallen 
zusammen, ihre Abstände sind einander diametral entgegengesetzt. 
ihre Entfernung vom Mittelstrahle, sowie ihre Neigung gegen den- 
selben, sind gleich. 

Für zwei entgegengesetzte Strahlen, deren Coordinaten (p, g) und 
(—q,p) sind, erhält man endlich die Sätze: 

Die Abstandspunkte zweier entgegengesetzten Strahlen sind 
conjugirte Punkte, ihre Abstandsrichtungen stehen auf einander 
senkrecht. 

Besondere Beachtung verdienen diejenigen Nachbarstrahlen, für welche 
die Entfernung des Abstandspunktes vom Mittelpunkte ihren grössten, be- 
ziehungsweise kleinsten Werth besitzt: diese Punkte des Mittelstrahles 
sollen die Grenzpunkte des kürzesten Abstandes, die zu ihnen gehörigen 
Strahlen die Grenzstrahlen genannt werden, da sich die Abstandspunkte 
aller Nachbarstrahlen zwischen jenen beiden Punkten befinden müssen. Aus 
(5.) ergiebt sich unmittelbar, dass für einen bestimmten Werth von r die 
Grenzstrahlen die Coordinaten 

(Yr, 0) und (0, Vr) 
haben, dass für sie also: 
e>— 
ist. Sind 4% diejenigen unter diesen Strahlen, welchen z. B. der po- 
sitive Werth der Quadratwurzel zukommt, und sind r,, r, ihre Abseissen, 


7t,, 7, Ihre Abstandsrichtungen, so folgt aus (2.) und aus (12.) des vori- 
ven Paragraphen: 


(8.) 192 r, u 20,, 


sin(2,7,)= +1, c0s(1,n,) = 0. 





Die Grenzpunkte für die kürzesten Abstände sind also die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung (4.) $ 2: sie liegen daher, 
falls #° > 0 ist, stets im Endlichen, und die ihnen entsprechenden 
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Nachbarstrahlen sind einander eonjugirt. Die zu den Grenzpunk- 


ten gehörigen kürzesten Abstände stehen auf einander senkrecht, 
rı 
ya 


| 


und zwar ist der Winkel (n,7,) =- 
Nähert sich 4° unbegrenzt dem Werthe Null, so ergiebt sich aus 
No. (4.) des vorigen Paragraphen, dass w, =r, und w,=r, alsdann unend- 
lich gross werden, da in diesem Falle: 
EG—F’ und Eg-2Ff+Ge 
unendlich klein werden, während eg—f‘ im Allgemeinen endlich bleibt. 
Bis jetzt war nur nachgewiesen worden, dass die kürzesten Abstände 
entgegengesetzter Nachbarstrahlen auf einander senkrecht stehen, dagegen 
fehlte noch die Entscheidung der Frage, in welchem Sinne der Abstand 
des ersten Strahls um z zu drehen ist, damit er in die Richtung des ent- 
gegengesetzten falle; zur Beantwortung dieser Frage führen die folgenden 
Ueberlegungen: 
Es seien r,, r, die Abseissen zweier conjugirten Nachbarstrahlen /, und 
l,, ist ferner / ein beliebiger Strahl, r seine Abseisse und sind o, und o die zu /, 
und / gehörigen Werthe von —, so ergiebt sich aus (1.) und aus (11. 
des vorigen Paragraphen durch eine einfache Umformung: 
(9) (r—rn)(r—r) = 9-0. 
Der Abstandspunkt eines beliebigen Nachbarstrahles / liegt 
also innerhalb oder ausserhalb des durch zwei beliebige eonjugirte 
Punkte gebildeten Intervalles, je nachdem der dem Strahle I ent- 


sprechende Coordinatenquotient o seinem absoluten Werthe nach 
kleiner oder grösser ist als der durch /, und /, bestimmte Üoor- 


dinatenquotient o,. 
Setzt man in (9.) = 0, also nach (8) nr =w, rn=w,, so erhält 
man die Gleichung, durch welche zwei conjugirte Abseissen mit ihrem 
Coordinatenquotienten verbunden sind: 


(10) (r-w,)(r—w)+o = 0 
oder nach (4.) des vorigen Paragraphen: 
(10°)  r’—2Hr+K+0’ = (. 


Man erkennt hieraus, dass conjugirte Punkte des Mittelstrahles als die con- 
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jugirten Wurzeln von quadratischen Gleichungen erscheinen, welche für den 


Rationalitätsbereich (H, K, 0) irreductibel sind. Ferner ergiebt sich, dass 
die Gleichung (10°) für: 


a>e>0 
zwei conjugirte zwischen den beiden Grenzpunkten liegende Punkte defi- 
nirt, während für: 


Pin a 0. 


nn 


also für einen rein imaginären Werth von o, durch diese Gleichung zwei 
ausserhalb der Grenzpunkte liegende conjugirte Punkte bestimmt sind. Die- 
jenigen Nachbarstrahlen, deren Abstandspunkte hier liegen, entsprechen com- 
plexen Werthen der Ineremente du, dv. Die Untersuchung ihrer Eigen- 
schaften ist nicht ohne Interesse, sie soll aber in dieser Arbeit nicht ge- 
eben werden. 

Aus den Gleichungen (12.), $ 2: 


(11) de=r, 2 =0-0, 5=-i, 2>0 


ergiebt sich ferner: Ist 0, > o,, so ist (o—0o,) stets endlich, und das Vor- 
zeichen des Neigungswinkels de ist für alle Nachbarstrahlen dasselbe. Ist 


dagegen 0, ——- o,, so existiren reale Nachbarstrahlen, welche dem Werthe 


(12) 0-0, 4h 


- . 0 ee .. . r 
des Quotienten _ entsprechen, für welche der kürzeste Abstand 7, im Ver- 


hältniss zu de= Yr verschwindet. Diejenigen Nachbarstrahlen, deren Coor- 
dinaten der Bedingung (12.) genügen, gehen also sämmtlich durch den 
Mittelstrahl hindurch; die beiden conjugirten Punkte B,, B, des Mittelstrahles. 
durch welche sie hindurchgehen, werden Brennpunkte desselben genannt. 
Ihre Abseissen 0,0, genügen nach (10°) der quadratischen Gleichung: 


(13) P2Hr HK lt lg, 


Alle Nachbarstrahlen, welche durch einen und denselben Brennpunkt, z. B. 
B, hindurehgehen, liegen in derjenigen durch den Mittelstrahl gelegten Ebene. 
auf welcher die zu B, gehörige Abstandsrichtung 7, senkrecht steht. Die 
den Brennpunkten B,B, in diesem Sinne zugeordneten Ebenen F,F,, werden 
die beiden Fokalebenen des Bündels genannt. Nach (2.) bestimmt sich der 
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Winkel F,F,, den die beiden Fokalebenen mit einander bilden, dureh die 
Gleichung: 


(14) cos(RF) = + >0, 


0 


und da r,n,, also auch F,F, ceonjugirte Richtungen haben, so liegen auch 
die Fokalebenen symmetrisch zu der ihnen entsprechenden Mittelabstands- 
richtung. 

Sind nun /T irgend zwei entgegengesetzte Nachbarstrahlen, a ihre 


Abstände, dede' ihre Neigungswinkel, o und —o die ihnen entsprechenden 


r / \ 2 
Werthe von —-, so folgt aus (9.) und aus (12.), $2: 
(15) n.n’=(—o’)de.de' = (r—g,)(r—o,)de.de', 


und da dieses Product stets positiv sein soll, so ergeben sich für die Nei- 
gungswinkel de, de‘ entgegengesetzter Strahlen die folgenden Sätze: 

In Strahlenbündeln ohne Brennpunkte haben je zwei entgegen- 
gesetzte Strahlen gleiche Neigung gegen den Mittelstrahl. In 
Strahlenbündeln, welche reale Brennpunkte besitzen, ist der Nei- 
gungswinkel entgegengesetzter Strahlen gleich oder entgegengesetzt. 
je nachdem ihre Abstandspunkte ausserhalb oder innerhalb der 
beiden Brennpunkte liegen. 

Der Sinus der Winkel (nz), welchen die Abstandsrichtung der vor- 
hin betrachteten Strahlen /, mit der der ihm entgegengesetzten /, bildet, be- 
stimmt sich jetzt mit Leichtigkeit auch seinem Vorzeichen nach. Aus (1. 
und (15.) ergiebt sich nämlich: 


2 +g? 2192 
(16.)  sinan') = EU = PH g,r-0,) = +1, 


je nachdem (r—o,)(r—e,)=> 0 ist. Man erhält also den Satz: 
Der Winkel, welchen die Abstandsrichtung des soeben be- 
trachteten Strahles mit derjenigen des ihm entgegengesetzten bildet, 


. . sı . . x 
ist gleich + ,-, je nachdem die Abstandspunkte der Strahlen ausser- 


halb oder innerhalb der beiden Brennpunkte liegen. 
Endlich mögen noch diejenigen Beziehungen untersucht werden, 
welche zwischen den Bestimmungsstücken von drei beliebigen Nachbar- 
strahlen /, /,, 4, bestehen. Nennt man 7, 7,, 7, diejenigen Winkel, welche 
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ihre kürzesten Abstände rz, n,, 7, mit ihren conjugirten n’, n;, 7, bilden, 
so folgt aus den drei aus (6.) sich ergebenden Gleichungen: 


r+20,sin vn =(, 
r,+20,siny,—rı = (), 


r,+20,siny,—r, — N) 
die Identität: 


Ir siny 1 | 

(17) In sie 1|=0. 
| | 
in sinn 1| 


Durch Entwickelung dieser Determinante erhält man die folgende 
sehr allgemeine Gleichung: 
(18.)  rsin(71,7,)cos(n,77,)+r,sin(n;,7) cos(;a')+r,sin(an,)eos(arn) = 0. 


Dieselbe lehrt also die Absceisse r eines jeden Nachbarstrahles / 
aus seiner Abstandsrichtung r finden, sobald man zwei beliebige Nachbar- 


strahlen /,, 4, ihrer Lage nach kennt. Zu diesem Zwecke bringt man die 
Gleichung (18.) besser auf die Form: 


(18%) rsin(mm)eos(nal) = rsin(am,)eos(an})—r,sin(an,)eos(an}) 
Sind 2,2, speciell conjugirte Nachbarstrahlen, und setzt man: 
o,= (nn), &%=(nn,), 
also 
w—w, = (NN,), 


so erhält man die einfache Relation: 


(19) rsin(@—w,) = r,$siNnw,C08@, —r,C08@,8INn@, 
oder auch: 
(19) rltgw,—tgw,) = rtgw,—r,tgw, 
und 


a) u. 


rt, tgw, 


Die Entfernungen eines beliebigen Punktes C von zwei conjugirten Punkten 
A,A, verhalten sich also wie die Tangenten derjenigen Winkel, welche die 
Abstandsrichtung in C mit denjenigen in A, und A, bildet. 

Betrachtet man endlich den ganz speciellen Fall, wo /, und /, Grenz- 
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strahlen sind, so wird: 


j4 \ nt 7ı 
(71,77, ) a I, = W, W, = +0), 


—_ 


IV 


und man erhält den Hamiltonschen Hauptsatz: 
20.) r = r,c08’w-+r,sin’w. 


Die Gleichung (20.) ist der in (18.) aufgestellten äquivalent, da jene, wenn 
auch auf weniger einfachem Wege, aus dieser abgeleitet werden kann. Für 
viele Anwendungen verdienen aber die zuerst gegebenen Relationen, be- 
sonders die in (19.) und (19°) angeführten, vor der Hamiltonschen den Vor- 
zug, da in ihnen die Nachbarstrahlen noch den speciellen Bedürfnissen der 
Untersuchung entsprechend gewählt werden können. 

Diejenigen Nachbarstrahlen, für welche 7 = de’ einen bestimmten 
Werth 7, hat, bilden eine unendlich dünne geradlinige Fläche, deren er- 
zeugende Geraden sämmtlich eine und dieselbe Neigung gegen den Mittel- 
strahl haben. Diese Fläche umschliesst alle diejenigen Nachbarstrahlen 
und nur die, deren Neigung gegen L eine geringere ist. Ein in dieser Weise 
begrenztes Bündel soll ein Strahlenbündel von constanter Neigung und die 
äusseren Strahlen seine Begrenzungsstrahlen genannt werden: auf einige 
ihrer Eigenschaften soll im nächsten Paragraphen näher eingegangen werden. 
Für die Begrenzungsstrahlen ist = 1r,, während o alle diejenigen Werthe 
durchläuft, welche der Bedingung: 


p- , Br 2 


— I, 00, 


genügen. Die Projection des kürzesten Abstandes dieser Begrenzungsstrahlen 
auf eine zum Mittelstrahle senkrechte Ebene beschreibt alsdann eine ebene 
Curve, deren Gleichung nach (12°), $ 2 die folgende ist: 
Bi - f,-f: 
21. = 0—0, 0, = 2 
(21.) de b> > 
und hieraus ergiebt sich mit Benutzung von (2'.) 
ı RN, \ 
— SIN (7777, ) SIE (7777, )« 
20,de 5 { 
0 
wo rı die Abstandsrichtung des Strahles ist, während 7, und x, diejenigen 
der beiden Brennstrahlen bezeichnen. Setzt man also die eonstante unend- 
lich kleine Grösse 20,de gleich a, und nennt die Winkel (zn) und (n,1,) 
beziehungsweise y und y,, so erhält man die folgende einfache Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 4. BY 
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jener interessanten Curve: 
(21°) a = asin(p—9g,)sin(p+9,). 

Diese Curve ist vom sechsten Grade; sie hat für den Fall, dass 
Brennpunkte existiren, vier Blätter. Sind die Strahlen des Bündels die 
sämmtlichen Normalen eines beliebigen Oberflächenelementes, ein Fall, der 
dann und nur dann eintritt, wenn 0,= (0 ist, so ergiebt sich aus (21.) die 
höchst einfache Gleichung der Projeetionseurve: 

(21) nn = a6082g. 


In diesem Falle ist dieselbe also ein sogenanntes Vierblatt. 


$ 4. 
Ueber den Drehungswinkel eines beliebigen Nachbarstrahles in Bezug auf den Mittelstrahl. 

Unter dem Drehungswinkel eines Strahles / in Bezug auf den Mittel- 
strahl Z für eine Strecke AB versteht man nach Kummer denjenigen Winkel 
(AB)=e«, welchen die in A und B auf L senkrechten durch / hindurch- 
gehenden Geraden mit einander bilden. 

Es sei zunächst A der Abstandspunkt für /, n sein kürzester Abstand, 
r seine Abseisse. Ist dann B ein beliebiger Punkt des Mittelstrahles mit 
der Abseisse A, so dass also: 

AB=R-r=e 

ist, und bezeichnet man mit q die Länge des in B errichteten und durch 
! gehenden Lothes, so erhält man bei Vernachlässigung unendlich kleiner 
Grössen höherer Ordnung die beiden Gleichungen: 


(1.) 


und hieraus mit Benutzung der Gleichungen (12°), $2 und (2), $3: 


j 7C08« = nn, 


|qsin« = (R—r)de = ode 


R— 
(1) - —— = z 


zn — u Eu el u 
0—0, 0—0, 20, sin (nn, )sin(n 7,) 


Zunächst mögen einige aus (1%) fast ohne Rechnung folgende Sätze 
über den Drehungswinkel angegeben werden. Setzt man für R die Abscisse 
des zu A conjugirten Punktes A’, so ergiebt sich aus (1.) vermöge der 
Gleichungen (2.) und (3.) des vorigen Paragraphen: 


(2.) 18(AA) = tg(Fım)+tg(Rın), 
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wo (Fr), (F,r) diejenigen Winkel sind, welche die Fokalebenen mit der 
Abstandsrichtung rı des zu untersuchenden Strahles bilden. 

Sind «, und «, die Drehungswinkel des Strahles ! von seinem Ab- 
standspunkte nach zwei beliebigen Punkten B,, B,, deren Abseissen r, und 
r, sein mögen, so folgt aus (1.) 

(3.) m. nur _® 
2 tg, .r 0, 
wo 0,, © die Längen der Strecken AB, und AB, sind. 
Sind zunächst B,, B, conjugirte Punkte, z, und , ihre Abstände, so 
folgt aus (19.), $ 3: 
(4) ig®, ni teten) EL 
tg, te(nn,) r,—r 
Die Tangenten der Drehungswinkel «, und «, vom Abstands- 
punkte A eines beliebigen Strahles bis zu zwei conjugirten Punkten 
B,, B, des Mittelstrahles verhalten sich also einmal wie die Tan- 
senten der Winkel, welche die Abstandsrichtung in A mit den eon- 
jugirten Abstandsriehtungen in 3, und B, bildet, und ferner wie die 
Entfernungen des Punktes A von B, und B.. 

Aus (4.) ergiebt sich die der in (19.) des vorigen Paragraphen ge- 

sebenen ganz analoge Gleichung: 


(4°) rsin(m,—a,) = r,$IN0,C08@,—r,C08,8iNd,, 


welche die Abseisse eines beliebigen Strahles aus den Drehungswinkeln 
desselben von seinem Abstandspunkte bis zu irgend zwei gegebenen con- 
jugirten Punkten B, und B, berechnen lehrt. 

Sind B,B, aber keine eonjugirten Punkte, so folgt aus (3.): 


r sin(@,—a „—_o 
(5.) (@, 1) 2.5 ' 
sin(@, r @,) 0,70, 
Sind B,B, die zu B,B, in Bezug auf den Abstandspunkt A symmetrisch 
liegenden Punkte des Mittelstrahls, so erhält man durch geeignete Inter- 
pretation von (5.) die Gleichungen: 
BB, BB, B\B, B' B', 
(6 ek Er Na EZ 


—— _— 


sin(B, B,) i 


_ sin(BB) sin(B’B) _sin(B'B') | 


Für einen jeden Strahl / bleibt demnach das Verhältniss einer 


beliebigen Strecke B,B, zum Sinus ihres Drehungswinkels (B,B;' 


31” 
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ungeändert, wenn man hierin für einen ihrer Endpunkte den zu 
ihm in Bezug auf den Abstandspunkt A symmetrisch liegenden 
Punkt setzt. 

(seht man auf dem Mittelstrahle vom Abstandspunkt eines jeden Nach- 
barstrahles /! aus um eine solche Strecke g fort, dass der Drehungswinke| 
des Strahles für diese Strecke einen vorgeschriebenen Werth « erhält, so 
bestimmt sich nach (1°) e aus tg« durch die Gleichung: 


e—-otea+0,tge — 0 
oder nach (2’.), $ 3 und der Bezeichnung von (17.), $ 3 
0—Oytgacosy+tgeo, =. 


Denkt man sich dieselbe Gleichung für drei beliebige Nachbarstrahlen /4 2, 
aufgestellt, so ergiebt sich ähnlich wie in (17.), $ 3 die Identität: 


oe cosy 1 
(7.) eo coy, 11=-%, 
@& cosy% 1 


und die Entwickelung ergiebt eine der dort unter (18°) angegebenen ganz 
analoge Formel. Ist speciell ,=/, der zu /, entgegengesetzte Strahl, also 
6, 


o,= —0,, so erhält man die einfache Relation: 


(8)  0c08(7,7%) = 0,608(nn,)cos(n7,)+g,sin(ar,)sin(n17,). 
Wählt man für /, und Z, die beiden entgegengesetzten Mittelabstandsstrahlen, 
so fallen die beiden conjugirten Abstandsrichtungen z, und r, zusammen, es 
wird also (1,7) =0. Setzt man (nz,)=w, so erhält man die der Hamilton- 
schen (No. 20, $ 3) entsprechende Formel: 

(9) _ = 9,608°w+-o;,$in’w, 

aus der sich zugleich ergiebt, dass für die entgegengesetzten Mittelabstands- 
strahlen o seinen grössten, beziehungsweise kleinsten Werth, erhält. 


y F 


$ 5. 
Untersuchung derfdurch ein unendlich dünnes Strahlenbündel senkrecht zum Mittelstrahl geführten 
ebenen Schnitte. 


Es sei ein beliebiges unendlich dünnes Strahlenbündel S mit dem 
Mittelstrahle!Z gegeben. Es möge S durch eine beliebige Ebene @ ge- 
schnitten werden; der Schnittpunkt O0 derselben mit dem Mittelstrahle soll 
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die Abseisse R haben. Denkt man sich dann in @ ein beliebiges Coordi- 
natensystem gegeben, dessen Anfangspunkt in O liegt, und bezeichnet die 
Coordinaten des Schnittpunktes A eines beliebigen Nachbarstrahles / mit @ 
für dasselbe durch z und y, so wird man für diese bei Vernachlässigung 
unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung die folgenden Gleichungen er- 
halten: 

| T 


I 


adu--bdv, 


(1.) 


\ 


ly = edu+dde, 


wo da und de die dem Strahle / entsprechenden Ineremente, abed Coeffieienten 
bedeuten, welche allein von der Lage der schneidenden Ebene und dem 
gewählten Coordinatensystem abhängen. Sind P, Q beliebige homogene 
lineare Functionen von da, dv mit nicht verschwindender Determinante, so 
ergeben sich aus (1.) die allgemeineren Gleichungen: 


(2 = «P+PQ, 


) \y z== vP- N) (0. 


Verschwindet die Substitutionsdeterminante (@d—/y) für irgend eine 
Lage der Ebene @, so schneidet dieselbe das Strahlenbündel in einer durch 
0 gehenden geraden Linie, und dieser Fall kann auch nur unter jener Be- 
dingung eintreten. Denkt man sich das Strahlenbündel durch eine zweite 
beliebige Ebene @, durchschnitten, welche Z in 0, triftt, und nennt z,9%, 
die Coordinaten des Schnittpunktes / mit @, in Bezug auf ein beliebiges 
Coördinatensystem mit dem Anfangspunkte O,, so wird man ein ähnliches 
Gleichungssystem erhalten: 


TU Inning 


lyı — „P+Jd,Q. 


Ist (a,d,— 7.) 2 0, so giebt es eine Substitution 


= Ası+By,, en 
er un... fr 


4. on, 
\ Y = Cz,+Dy,, u u 


welche (zy) in (z,y,) überführt. Denkt man sich jetzt auf @, eine unend- 
lich kleine den Punkt 0, umgebende Curve gezogen, welche eine unend- 
lich kleine Fläche J, einschliesst, und nennt man J den Inhalt der ent- 
sprechenden kleinen Fläche in @, so folgt, falls die Coordinatenaxen in @ 
und @, denselben Winkel einschliessen, aus (4.) bekanntlich die Gleichung: 
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R J _ aö-Br _ 
(d.) J, = Br —= AD-.BC. 


Sind die Ebenen @ und @, einander parallel, und lässt man die umgeben- 
den Öurven sich mehr und mehr den Punkten O und O, mit den Abseissen 
R und AR, nähern, so verhalten sich die Dichtigkeiten D(R), D(R,) des 
Strahlenbündels in O und O, umgekehrt wie die Inhalte J und J,. und man 
erhält daher aus (9.): 
(6.) DIR) _ _ ad— Pr 
D(R) u Tue 177 
Es seien nun 45 zwei beliebige aber fest gewählte entgegen- 
gesetzte Strahlen, deren Abstandsrichtungen r,7, die X- und Y-Axe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems in @ bestimmen und die deshalb der 
erste, beziehungsweise zweite Axenstrahl genannt werden sollen. Es sollen 
r,r, die (einander eonjugirten) Abseissen von 44, und p,, q., o,, de, ihre 
übrigen Bestimmungsstücke sein. Sind dann n, p, q, 0, de die entsprechenden 
Grössen für den Strahl /, dessen Durchschnitts-Coordinaten xy in Bezug auf 
dieses Coordinatensystem zu finden sind, so sind nach (1.), $ 3 die beiden 
(srössen: 





de sin(rr,) = A IP, 
ri er 
decos(n 71,) u Pt n 19 


homogene lineare Funectionen von p und g mit der Determinante +1; die- 
selben können also in (2.) an Stelle von P und Q gesetzt werden. Die 
Coefficienten in den dann sich ergebenden Gleichungen: 


er = Acos(nn,)+ Bsin(nn,), 
ch 
T- = Ceos(an,)+Dsin(az,) 





bestimmen sich leicht dadurch, dass man den zu untersuchenden Strahl 
! mit dem ersten, beziehungsweise zweiten Axenstrahle zusammenfallen 
lässt. Dadurch ergeben sich für die vier Substitutionscoefficienten mit Hülfe 
von (12.), $2 und (1.), $4 die folgenden Ausdrücke: 


A= (4—0,), bB=—(R-r,), 
C=(R-r), D= --(9,+0,). 
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Setzt man also den Winkel (n,), welchen die Abstandsrichtung von / mit 
der Abstandsrichtung des ersten Axenstrahles bildet, gleich 9; so folgt 
aus (8.): 


S \ . 
= (9, —0,)6089—(R— r,)singp, 
(9) de / 
Kar ) | | 
z = (R—r,)e0sp—(0,+0,)sing, 





und eine kurze Ueberlegung ergiebt, dass diese Gleichungen für die beiden 
möglichen Lagen des zweiten Axenstrahles ihre Geltung behalten. 

Aus diesen sehr allgemeinen Formeln fliessen unmittelbar solche, 
durch die die Coordinaten $n des Durchschnittspunktes in Bezug auf ein 
schiefwinkliges Coordinatensystem ausgedrückt werden, dessen Axenrich- 
tungen diejenigen irgend zweier eonjugirten Abstände z, und m, sind. In der 
That ergiebt sich aus der zweiten Gleichung von (9.) sofort: 

. sin(m,n) 
EC = 


sin(z,r,) _ 
de = 


(R—r,;) cos (n,n)—(0,+0,) sin (71;71,), 


(10.) 


n- (R—r,)cos(n,n)—(0 +0,) sin(71,71,). 





Die Determinante der Substitution (9.), deren Verschwinden die nothwendige 
und hinreichende Bedingung für die Existenz von Brennlinien ist, verwandelt 
sich nach (9.), $3 in: 
(11) &%—-o+(R-—r,)(R—r,) = 0, = - (R—-e,)(R—o;), 
wenn o, der zuxz=R gehörige Werth von - ist, während 0,0, die Ab- 
seissen der beiden Brennpunkte bedeuten. 
Die ebenen senkrechten Schnitte eines Strahlenbündels in den 
Brennpunkten und in diesen allein sind also unendlich kleine auf 
dem Mittelstrahle senkrecht stehende gerade Linien. 
Um die Richtung der beiden Brennlinien festzustellen, nehme man 
in (10.) für die conjugirten Axenrichtungen diejenigen der beiden Fokal- 
ebenen F,F, an. Dann wird 


„=, 73,20, Timo 
und man erhält für einen beliebigen senkrechten Schnitt die einfachen 
Gleichungen: 


sin(F F ö 
12) > PR F,) = (R-o,)cos(F;n), 
+nN en] = (R Eur 0,)cos(F, n). 
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Sind ($,,n,), ($,7,.,) die Durchsehnittscoordinaten von ! mit den durch den 
ersten, beziehungsweise zweiten Brennpunkt senkrecht zum Mittelstrahl ge- 
legten Ebenen, so folgt aus (12.) und aus (3.), $ 3: 


13) l&,=0, i n., = —20,decos(Fın), 
| „= 20,decos(Rn), n7,=0. 

Die Querschnitte des Bündels in dem ersten, beziehungsweise 
zweiten Brennpunkte sind also unendlich kleine gerade Linien, 
welche in der zweiten, beziehungsweise ersten Fokalebene liegen. 

Aus (20.) ergiebt sich die Gleichung: 


AR cos(F, 
{d), = „ nn 
No, cos(F rt) 
Die senkrechten Abstände eines beliebigen Nachbarstrahles / 
von den beiden Brennpunkten verhalten sich also wie die Cosinus 


In 


Un 


der Winkel, welche seine Abstandsrichtung mit den beiden ent- 
sprechenden Fokalebenen bildet. 

Ferner folgt aus (13.), dass von allen Nachbarstrahlen, deren Neigung 
gegen den Mittelstrahl dieselbe ist, diejenigen den grössten Abstand von 
dem ersten, beziehungsweise zweiten Brennpunkte haben, welche den Brenn- 
strahlen entgegengesetzt sind. Die Länge der beiden Brennlinien eines 
Strahlenbündels gleicher Neigung ist somit gleich: 

4o,de, 
und sie werden durch die Brennpunkte halbirt. Die Brennlinien werden 
offenbar dann und nur dann unendlich klein von einer höheren als der 


ersten Ordnung, wenn o,=0 ist; wenn also nur einem verschwindenden 
Coordinatenquotienten o, reale Nachbarstrahlen entsprechen. In diesem 
Falle fallen alle conjugirten Abstandspunkte, also hier auch die Brenn- 
punkte im Mittelpunkte M zusammen. Nimmt man diesen als Anfangs- 
punkt an, so verwandeln sich die Gleichungen (9.) in: 


— = —0,0089—Rsing, 
A de 
(15.) : 
2 = Reosp—0,sing. 





Alle Nachbarstrahlen, welche dieselbe Neigung de gegen L haben, liegen 
alsdann auf dem einschaligen Rotationshyperboloid: 
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iin solches Strahlenbündel lässt sich somit in eine Schaar von Rotationshyper- 
boloiden zusammenfassen. Hat dasselbe, wie soeben vorausgesetzt wurde, 
reale Brennpunkte, ist also o, = 0, so bilden alle seine Strahlen eine Schaar 
von Kreiskegeln, deren Gleichung: 
z’+y’ = R’de’ 
ist. Ein Strahl Z, dessen sämmtliche Nachbarstrahlen durch seinen Mittel- 
punkt gehen, wird ein Hauptstrahl genannt. Die Hauptstrahlen sind also 
dureh die Gleichungen: 
(16.) 0, = 0, == () 

definirt. 

Denkt man sich das Bündel S durch eine zweite der ersten parallele 
Ebene @, an einer anderen Stelle des Mittelstrahles, deren Abscisse AR, sein 
mag, durchschnitten, und wählt man das Coordinatensystem für @ dem für @ 
parallel, so sind die Durchschnittscoordinaten x,9, des Strahles / mit der 
Ebene @, durch die Gleichungen: 


T, . \ a8 
- = (9, —0,)C08p9—(R,—r;,)sing, 
17 de e 
Y, Br ) » S pP } ei \ 7 
de —= (R,—r,)C08p— (0,+0,)8ing 





gegeben. Nach (6.) und (11.) ergiebt sich für das Verhältniss der Dichtig- 
keit des Bündels in den Punkten R und A, die Gleichung: 


18.) DR) a—oh, _ (R,—o,)(R,—o,) 
we DR) 0-0;  (R-g)(R-B,) 


( 

Die Diehtigkeiten eines Strahlenbündels an zwei beliebigen 

Stellen des Mittelstrahles verhalten sich also umgekehrt wie die 

Rechtecke aus den Entfernungen jener Punkte von den Brenn- 
punkten. 

Das absolute Dichtigkeitsmass, welches Herr Kummer in seiner Arbeit 
definirt, kann man so auffassen. dass dem zu untersuchenden Bündel ein 
Hauptstrahlenbündel zugeordnet wird, und das kleine Flächenstück E bei R 
mit dem ihm entsprechenden E verglichen wird, welches von dem Haupt- 
strahlenbündel aus einer um seinen Mittelpunkt beschriebenen Einheitskugel 
ausgeschnitten wird. Für dieses Bündel ist dann nach (16.): 


=, =0,= 0, A-n =R-r=1, 


und die Durchschnittscoordinaten x, y, des dem Strahle / parallelen Strahles 
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/ mit jener Kugeloberfläche sind daher nach (17.) durch die Gleichungen: 


0 ns Y 
— =—-sing, = / 
de Sinp, 7, = 0089 
gegeben, also ergiebt sich für das Dichtigkeitsmass D(R) die Gleichung: 
1 1 E 


Q\ ee = Bi EL 
(19) DiR)= o—o: (R-gI/R-9) E 


Da der Anfangspunkt des Mittelstrahles völlig beliebig gewählt worden 
war, so kann die Ebene @, unbeschadet der Allgemeinheit der Untersuchung 
als durch diesen Punkt hindurchgehend angenommen werden. Dann ver- 
wandeln sich die Gleichungen (9.) in: 


= — (0, — 0,) COSY+r,SINY, 
€ 
(20.) Pe 
> = —r, 608p — (0,+0,)sing. 





Es werde jetzt nach der Grösse des Drehungswinkels 3 des Strahles !2 vom 
Anfangspunkt aus bis zur Ebene @ gefragt. 
Es ist: 
ar) ee | 
zz, +yy, (23 +y;)—R(z, sing —y,c0sY) 
Denkt man sich nun mit Hülfe von (20.) cosp und sing durch x, und y, 


u. . 
g eine Gleichung von 


ausgedrückt, so ergiebt sich zur Bestimmung von 
der Form: 
(22.) = = et = Acos’ w-+Beosvsinw-+Csin’w, 
wenn 
2, = QWCOSYV, Y = sin 
gesetzt werden, q, und w also die Polarcoordinaten von xz,y, in der Ebene 
@, sind. Die Coefficienten A, B, C hängen in einfacher Weise von der Grösse 
von 5 und von der Wahl des Coordinatensystemes ab. Die Formel (22.) 
lehrt also zu einem gegebenen Werthe von 2 für einen beliebigen Nach- 
barstrahl Z/ die Abseisse AR, d.h. diejenige Länge finden, um welche man 
von dem beliebig gewählten Anfangspunkte aus auf dem Mittelstrahle fort- 


schreiten muss, damit der Drehungswinkel von / in Bezug auf L eine vor- 


_ 


geschriebene Grösse 5 erhalte. 
Man kann nun, wie gleich näher gezeigt werden soll, für einen 
jeden Werth von 5 das Coordinatensystem so wählen, dass der Coefficient B 
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verschwindet. Dann werden aber A und € in (22.) dem grössten, beziehungs- 


’ i E42 
weise kleinsten Werthe gleich werden, welchen 5 überhaupt annehmen 
. ri | A 
kann. Bezeichnet man diese mit 7 und —-, so ergiebt sich die merk- 


] 


würdige von Herrn Kummer schon auf anderem Wege abgeleitete Formel: 


/ R Ze ET 


1 cos’ ıy sin’ 
(Id N un I 
(23.) 
wo derjenige Winkel ist, welchen der Radiusvector q, mit der ent- 
sprechenden Linie g, desjenigen Nachbarstrahles bildet, für welchen R 
gleich R, ist. 


Zur Bestimmung der Abstandsrichtungen der dem grössten und kleinsten 


, 1 + " nn 
Werthe von —,- entsprechenden Nachbarstrahlen führt die Discussion der 


Bedingungsgleichung B=0, welche folgendermassen geschrieben werden 
kann: 
(r,—r,)c0sP-+2o, sin? u ), 
und hieraus folgt mit Hülfe von (2.) und (3.) $3: 
() 
pP > (n,71,). 

Bezeichnet man also mit ,, , die beiden Mittelabstandsrich- 
tungen, so liegen die Hauptrichtungen z,, m, vom Anfangspunkte 
des Mittelstrahles aus gesehen so, dass: 

ß 


.) 


(24) Wu —=mN; 
ist. 
In dem speciellen Falle, wo der Drehungswinkel 7 gleich einem 
Rechten ist, fallen also die Hauptrichtungen mit denjenigen der Grenz- 
abstände zusammen; es ist also in (20.) ,=0, r,, r, beziehlich gleich 


r,, 7, zu Setzen. Die dann aus (21.) sich ergebende Gleichung: 


1 _ 2,sing—y,cosg 
Rt ua r 
verwandelt sich dadurch in: 
. 1 r | ui u 
25. = —- cos’w+ —- sin’w. 
u 0,0; u" | 
Die Richtungen der Anfangspunkte derjenigen Strahlen, denen 
% . . \ y 1 
der grösste, beziehungsweise kleinste Werth von zukommt, fallen 


38* 
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also in diesem Falle mit den Richtungen der Grenzabstände zu- 


f 1 1 . e 
sammen, und diese Werthe na und 735 verhalten sich wie die 


Entfernungen des Anfangspunktes von den Grenzpunkten, und sie 
haben endlich gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen, je nach- 
dem der Anfangspunkt ausserhalb oder innerhalb der Grenz- 
punkte liegt. 


$6 
Die Strahlenbündel gleicher Neigung. Die durch ein Bündel geführten schiefen Schnitte. Anwendung 
der allgemeinen Theorie auf die Normalenbündel. 


Denkt man sich ein beliebiges Strahlenbündel gleicher Neigung in 
dem beliebig gewählten Anfangspunkte des Mittelstrahls senkrecht zu dem 
letzteren durchschnitten und setzt für einen beliebigen Begrenzungsstrahl 
desselben 


rn pe 
m A, de Y, 


so erhält man aus (20.) $ 5 durch Auflösung nach cosp und sing die 
Gleichung: 

1) de=(a+to,+rR)R—-2(0,(n+n)+0,(n—n))XY+((—0)-+r)Y. 

Jeder senkrechte Durchschnitt durch ein Strahlenbündel glei- 

cher Neigung ist also eine Ellipse. 

Die Hauptaxen dieser Ellipsen fallen dann mit den Coordinatenaxen 

zusammen, wenn der Coeffieient des mittleren Gliedes in (1.) verschwindet. 

Nennt man z, und zz, die Richtung der ersten Hauptaxe und die zu ihr 


eonjugirte Richtung, so folgt, wenn 0,>0 ist, aus dieser Bedingung: 
9, +0 
2) team) = T—tga,n,), 
0, 
und hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit: 


\ sin2(r, F,) 0, 
(3.) Eu 


sin2(zF) oe, 

Für einen beliebigen senkrechten Schnitt durch ein Strahlen- 
bündel gleicher Neigung verhalten sich also die Sinus der doppel- 
ten Winkel, welche eine Hauptaxenrichtung mit den beiden Fokal- 
ebenen bildet, umgekehrt wie die Entfernungen der Schnittpunkte 
von den beiden Brennpunkten. 
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Ist dagegen o,=(0, ein Fall, welcher dann und nur dann auftritt, wenn 
S ein Normalenbündel ist, so folgt aus der vorher erwähnten Bedingung: 


o=(. 


Für die Schnittellipsen eines Normalenbündels gleicher Nei- 
gung sind also die Hauptaxenrichtungen stets dieselben, nämlich 
diejenigen der Abstände in den beiden Grenzpunkten. 

Denkt man sich die Gleichung (1.) bereits auf ihre Normalform ge- 
bracht, so verhalten sich die Hauptaxenquadrate wie r; zu r.. 

Die Hauptaxen der Ellipse, welche durch einen senkrecht zum 
Mittelstrahle geführten Schnitt durch ein Strahlenbündel gleicher 
Neigung erhalten wird, verhalten sich also wie die Abstände des 
Durchschnittspunktes von- denjenigen beiden conjugirten Punkten, 
deren eine Abstandsrichtung einer Hauptaxenrichtung parallel ist. 

Es werde das Strahlenbündel S an einer und derselben Stelle des 
Mittelstrahles durch zwei Ebenen @ und @ einmal senkrecht zu demselben, 
das andere Mal unter einem beliebigen aber endlichen Winkel durch- 
schnitten, und es seien A und A’ die Schnittpunkte eines beliebigen 
Nachbarstrahles / mit @ und @. Errichtet man dann in A auf @ ein Loth, 
welches @ in A schneidet, so wird die Strecke A’A unendlich klein von 
einer höheren als der ersten Ordnung sein, da sie in dem unendlich kleinen 
Dreieck AA’A dem unendlich kleinen Winkel A’ AA= ds gegenüberliegt. 
Da aber in der ganzen Theorie der Strahlenbündel, wie sie hier gegeben 
wurde, unendlich kleine Grössen von höherer als der ersten Ordnung nicht 
berücksichtigt werden, so erhält man den Satz: 

Denkt man sich ein beliebig begrenztes Strahlenbündel durch 
zwei durch denselben Punkt des Mittelstrahles gehende Ebenen 
G und @ einmal senkrecht zum Mittelstrahl, das andere Mal unter 
beliebigem Winkel mit demselben durchschnitten, so fällt die 
zweite Durchschnittsfigur mit derjenigen zusammen, welche eine 
auf der Grenzeurve der ersten Figur parallel zum Mittelstrahle 
fortgeführte Gerade aus der Ebene @ ausschneidet. 

Wendet man diesen Satz auf die schiefen Schnitte in einem der 
beiden Brennpunkte an, so ergiebt sich: 

Eine jede durch den ersten (zweiten) Brennpunkt eines be- 
liebigen Strahlensystems gehende und in der zweiten (ersten) Fokal- 
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ebene liegende unendlich kleine Gerade ist eine Brennlinie des 
Strahlensystemes, und diese sind die einzigen Brennlinien, welche 
ein Strahlenbündel hat. 

Durch diese Ueberlegungen erledigen sich in einfachster Weise die 
Einwände, welche in neuester Zeit gegen die Kummersche Theorie gemacht 
worden sind, und welche für den Fall eines Normalenbündels von Herrn 
Weingarten (Bd. 98 dieses Journals) bereits auf anderem Wege widerlegt 
worden sind. Der letzte Satz ist a.a.O. allgemein ausgesprochen und für 
den Fall eines Normalenbündels bewiesen. 

Als Abschluss dieser Arbeit sollen noch einige Sätze über die Nor- 
malen eines Oberflächenelementes angegeben werden, welche sich aus den 
bis jetzt gefundenen Resultaten durch Speeialisirung ableiten lassen und die 
sich in der Kummerschen Theorie noch nicht finden. 

Wie a.a. O. bewiesen wird, ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass ein Strahlenbündel das System der Normalen eines 
Obertlächenelementes ist, die, dass nach der hier gegebenen Bezeichnungs- 
weise o, gleich Null ist, dass also die Brennpunkte mit den Grenzpunkten 
zusammenfallen und die Fokalebenen auf einander senkrecht stehen. Setzt 
man zunächst in der Gleichung (15.) $3 o,=0, so lässt sich ihr Inhalt 
folgendermassen aussprechen: 

In jedem Normalenbündel haben entgegengesetzte Normalen 
entgegengesetzte Neigung gegen die Mittelnormale. 

Für das durch den Anfangspunkt der Mittelnormale hindurchgehende. 
zu dem Bündel gehörige Flächenelement de sind die Grenz- oder Brenn- 
punktsabseissen die Hauptkrümmungsradien, die Fokalebenen die auf ein- 
ander senkrecht stehenden Hauptnormalenebenen, und die über die Abstands- 
richtungen verbundener und entgegengesetzter Strahlen gefundenen Sätze 
lassen sich hier folgendermassen aussprechen: 

Durch einen beliebigen, innerhalb der Hauptkrümmungsmittel- 
punkte liegenden Punkt der Mittelnormale sind stets vier kürzeste 
Abstandsrichtungen von Nachbarnormalen bestimmt, welche sym- 
metrisch zu den Hauptnormalenebenen liegen. Die zu zwei con- 
jugirten Punkten der Mittelnormale gehörigen acht Abstandsrich- 
tungen liegen symmetrisch zu denjenigen Ebenen, welche die von 
den Hauptnormalenebenen gebildeten Winkel halbiren. 

Denkt man sich ein beliebiges Normalenbündel senkrecht zur Mittel- 
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normale durch eine Ebene @ geschnitten, und wählt man als Axenrich- 
tungen innerhalb @ die der Hauptnormalenebenen, so ist in den die Durch- 
schnittseoordinaten zy eines Nachbarstrahles / mit @ bestimmenden Gleichungen 
(9.) des $5 ,=0,=-0 u setzen; hierdurch nehmen dieselben die einfache 
(Gestalt an: 


=, = (R-o,)siny, 
(a 
Ze (R—o,)cosy. 





Aus diesen Gleichungen folgt sofort der allgemeine von Herrn Kummer 
a.2.0. $9 bewiesene Satz. Bezeichnet man ferner mit x,, y,, die senk- 
rechten Abstände der Nachbarnormale / von den beiden Krümmungsmittel- 
punkten, so folgt aus (4.) 
(5.) , — tg. 
Das Verhältniss dieser beiden Abstände ist also gleich der Tangente des- 
jenigen Winkels, welchen die zu / gehörige Abstandsrichtung mit der ersten 
Hauptnormalenebene bildet. 
Endlieh ergiebt sich aus dieser Gleichung die folgende: 
n z n l E 
ET EY- 


9 
- 


Diejenigen Nachbarnormalen, welche mit der Mittelnormale denselben Win- 

kel ds bilden, sind also die Erzeugenden einer geradlinigen Fläche, welche 

von jeder senkrecht zur Mittelnormale liegenden Ebene in Ellipsen ge- 

schnitten werden. Die Hauptaxen der Ellipsen liegen stets in den beiden 

Hauptnormalenebenen, und sie verhalten sich zu einander wie die Entfernun- 

gen des Schnittpunktes von den beiden Hauptkrümmungsmittelpunkten. 
Berlin, im Mai 1887. 
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Zur Theorie der Abelschen Functionen von vier 
Variabeln. 
(Von Herrn F. Schottky in Zürich.) 





Erster Abschnitt. 


Allgemeine Grundlagen der Untersuchung. 


$1. 


Für die vorliegenden Betrachtungen ist es von Vortheil, Bezeich- 
nungen einzuführen, welche gestatten, an Stelle einzelner Gleichungen ganze 
Gruppen solcher gemeinsam aufzufassen, sodass jede beliebige unter ihnen 
zugleich das ganze System repräsentirt. Die Möglichkeit hierzu ist durch 
die T'heorie der Charakteristiken gegeben, namentlich durch einen von 
Herrn Frobenius bewiesenen Satz, den wir wegen seiner grossen Bedeutung 
für die hier behandelten Fragen noch besonders erörtern wollen. Die An- 
eabe der Charakteristik werden wir indes zur Bezeichnung der Funetionen 
und der halben Perioden nicht verwenden, sondern in möglichst allgemeiner 
Weise Indices einführen. Diese können beliebig combinirt werden; die 
lteihenfolge der Elemente ist gleichgültig, und zwei gleiche Elemente heben 
sich gegenseitig auf. Es ist ferner nöthig, für Funetionen und Perioden 
verschiedene Indices zu wählen, wenn man nicht eine der betrachteten 
Funetionen vor den übrigen bevorzugen will. Aber es besteht doch eine 
Beziehung zwischen dem System der Functionen und dem der halben 
Perioden, die sich auch in der Bezeichnung aussprechen muss. Wir werden, 
wenn wir die Indices verschiedener Functionen eombiniren, diese Combination 
nur dann zur Bezeichnung einer neuen Function anwenden, wenn ihre Ord- 
nung, d.h. die Anzahl der Elemente, eine ungerade Zahl ist; im anderen 
Fall ist sie der Index einer halben Periode. — 


Wir verstehen, indem wir der Weierstrassschen Definition folgen, 
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unter 
Ol, -.. %5 U, V) 
die von eg Argumenten %,, ... «, und 29 Parametern (u, ... 4,, v1, ...v,) = (u, v) 
abhängige Function 
+ eu... 0,49 ,...0n,+9,)+2ni Fun. + v,„) 
Fun) je si |, 
wo @ einen homogenen quadratischen Ausdruck der 20 Grössen a und »-+-r 
bedeutet. Man bekommt alle geraden und ungeraden Funetionen des Systems, 
indem man den 29 Parametern u, v, welche die Charakteristik einer jeden 
Funetion bilden, solche Werthe beilegt, welche die Hälften ganzer Zahlen 
sind: 
u=40, v.„=te, (a=1,2,... 0) 
und zwar genügt es, für jedes e die Werthe O0 oder 1, für jedes J die 
Werthe 0 oder —1 anzunehmen. Man könnte auch jedes Öd als 0 oder 
+1 wählen; die Bezeichnung bliebe aber dann nieht ganz in Ueberein- 
stimmung mit der für elliptische 'T'heta geltenden. 

Dadurch ist ein System von 4° Funetionen definirt, die zum Theil 
gerade, zum Theil ungerade sind, und die bei der Vermehrung der Argu- 
mente um bestimmte Grössensysteme, die Perioden, sich nur um Exponen- 
tialfaectoren ändern. Der Quotient zweier T'heta ändert dabei nur sein 
Zeichen. Das Quadrat desselben bleibt also ungeändert, und ist demnach 
eine Abelsche Function. Wir denken uns die 4° T’heta durch Indices, wie 
k, I, m etc. unterschieden. Wenn ©, ©, ©, irgend drei Funetionen des 
Systems sind, so existirt in demselben auch eine ganz bestimmte, ©,, sodass 


der Quotient 

Rn = Pu, :.. %,) 
eine Abelsche Function ist. Wir setzen dann » = klm, bezeichnen also 
diese vierte Function als ©,,, wobei offenbar in der Combination Alm die 
Elemente vertauscht werden dürfen. Ist k=/, so ist klm = m. 

Die eben definirte Abelsche Function ® kann entweder eine gerade 
oder eine ungerade sein. Im ersten Falle nennen wir die drei Funetionen 
O,, 0, O,, einer von Herrn Frobenius eingeführten Bezeichnung entsprechend, 
syzygetisch, im andern azygetisch. 

Ebenso kann man, wenn fünf Funetionen 

0, a © 


>) n9 p 
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gegeben sind, unter ©,,,, dasjenige ©, verstehen, wofür 

9,99, 

0,9,9; 
eine Abelsche Funetion ist, u.s.f. Jeder Combination ungerader Ord- 
nung von '['hetaindices entspricht auf diese Weise immer wieder ein be- 
stimmtes ©. 

Wir denken uns zweitens ein vollständiges System von 4° unter 
einander incongruenten halben Perioden aufgestellt und diese ebenfalls durch 
Indiees K, L, M ete. unterschieden. Zu diesen gehört auch das Werth- 
system (0, 0, ... 0), das als halbe Periode 0 bezeichnet werden mag. 

Sind K, L die Indices zweier halben Perioden, so bezeichnen wir 
mit KL diejenige halbe Periode, welche der Summe beider congruent 
ist. Ferner: ist m der Index einer Thetafunetion, K der einer halben 
Periode, so bezeichnen wir mit mK oder Km diejenige unter den 4° T’heta- 
funetionen, welche aus ©, hervorgeht durch Vermehrung der Argumente 
um die halbe Periode K. Endlich, wenn %, ! zwei Thetaindices sind, so 
bezeichnet Al diejenige halbe Periode K, welche ©, in ©, und gleichzeitig 
9, in ©, überführt. — Es können hiernach die Indiees der Perioden und 
Funectionen beliebig eombinirt werden, jede solche Combination bezeichnet 
immer entweder eine Funetion oder eine halbe Periode. Eine Vertauschung 
der Elemente und die Fortlassung zweier gleichen ist immer erlaubt. — 
Sehr häufig werden wir die Perioden durch Combinationen von Thetaindices 
bestimmen. Diese sind dann immer von gerader Ordnung, während eine 
T'hetafunetion nie in dieser Weise bezeichnet werden kann, wenn man nicht 
ein besonderes Element fortlässt. 

Führt man in der Abelschen Funetion 

9,9 


= a" Beh = db u ... u 
In ( " 2) 


an Stelle von ! und m die Periodenindices /a=L, mn =M ein, so kann 
man sie jetzt auch in dieser Form schreiben: 
Tr 
Nimmt man anstatt ©, irgend eine andere Function ©, und bezeichnet 
den entsprechenden Ausdruck 


O9, L O,u 
O, Q, LM 


mt #7 


2 
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so geht 7 aus 2 hervor, indem man die Argumente um die halbe Periode 
nr vermehrt: 


nr nr 


Plu+w,,..%,+0,) = ce Pla, ...%,), 
wo c eine Constante bedeutet. Hieraus folgt, dass entweder beide Fune- 
tionen ? und 7 verade oder beide ungerade sind. Denn ist 
P—u,..—u) = EePlu,... %,), 
so Ist 


nr nn 


eP—u...—u) = eDP(m—0,,.. uU,—W, 


nr nn! 


= P(m+@,.. 0,40 
und daher auch: 
Fin.) = Pl, ... W,). 
Es hängt daher nur von den beiden Perioden Z, M und nicht von » ab, 
ob die drei Funetionen ©,, ©,,, O,, Syzygetisch sind oder nicht. Wenn 
wir demnach den Begriff auf die halben Perioden übertragen, so müssen 
wir im ersten Fall die zwei halben Perioden Z, M syzygetisch, im andern 
azygetisch nennen. 
Der Hauptsatz, bekannt aus der Theorie der Charakteristiken, ist 
nun: Verhalten sich X, L gleichartig zu einer dritten halben Periode M, 
d.h. sind beide syzygetisch oder beide azygetisch zu M, so ist KL svzy- 


getisch zu M, im andern Falle azygetisch. — Der Satz ergiebt sich übrigens 
leicht aus den gegebenen Definitionen, wenn man die Abelschen Functionen 
OK On Bi b OnrOn 7 Bar 77 
I, Q, KM e 9, I LM 


bildet und in dem Quotienten beider »K durch r ersetzt: 
y O,x1. I, 
pP ” 9,O,xı7 
Ist K eine von O verschiedene halbe Periode, so bilden (0, K) eine 
(Gruppe erster Stufe. Ist Z verschieden von 0 und K, so ist (0, K, I, KL 
eine Gruppe zweiter Stufe. Ebenso wird, wenn M von diesen vier halben 
Perioden verschieden ist, dureh die acht: (0, K, L, M, KL, KM, LM, KLM 
eine Gruppe dritter Stufe gebildet, u.s.f. Jede Gruppe vter Stute besteht 
aus 2” halben Perioden und kann durch » derselben repräsentirt werden. 
aus denen sich die übrigen zusammensetzen lassen. Wir nennen eine solche 
Gruppe syzygetisch, wenn je zwei derselben angehörige Perioden syzygetisch 


39* 
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sind. Dazu genügt es nach dem Vorangehenden schon, wenn die Reprä- 
sentanten zu einander syzygetisch sind. Eine Gruppe erster Stufe muss 
nothwendig immer als syzygetische betrachtet werden. Es lassen sieh auch 
solche syzygetischen Gruppen aufstellen von der zweiten, dritten ete. bis 
zur oten, aber nicht von höherer Stufe. 


Die folgende Untersuchung hat den Zweck, ein Symbol einzuführen, 
vermöge dessen bei der Aufstellung der algebraischen Gleichungen der 
Begriff der Charakteristik entbehrlich wird. Wenn man ein Fundamental- 
system von 2o Perioden in der bekannten Art so definirt, wie es der analy- 
tischen Darstellung der Funetionen unmittelbar entspricht, so gehört nicht 
nur zu jeder Funetion, sondern auch zu jeder halben Periode eine bestimmte 
Charakteristik (40, 4e), und es bestehen die Congruenzen 

1) d,= d, +J,, £, = ee, (mod. 2) (a=1,2,...0), 
gleichviel ob r, s Indices von Funetionen oder halben Perioden bedeuten. 
Man kann über die Charakteristiken der halben Perioden dieselbe Voraus- 
setzung machen, wie über die der Funetionen: dass jedes e=0 oder 1, 
jedes d=0 oder —1 ist. Dann lassen sich die Congruenzen (1.) durch 
(sleichheiten ersetzen. Wenn nämlich e&, €, e’ drei Grössen bedeuten, deren 
jede 0 oder 1 ist, und zugleich e+8:° = e’ (mod.2) ist, so kann e+8:—e 
nur 0 oder 2 sein, und zwar letzteres nur dann, wenn e und 8, also auch 


ee =] ist. Deswegen ist in jedem Falle e+€—e' = 2er. Daraus folgt: 
Od, = 0, +0, +20, 0,. 


Wenn nun in der Function ©, die Argumente vermehrt werden um 


r 8 


rs r S ! 

(2.) €, ai &, +8, — 28, &,, 

die Periode K, so geht 9, über in ©,,, multiplieirt mit zwei Factoren. 
Der eine, E,, ist eine Exponentialgrösse, die ausser von den Argumenten 
nur abhängt von der Periode K und deshalb bei der Division fortfällt. Der 
andere ist eine Potenz von ö, deren Exponent von K und m abhängt und 


durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 
0 K m mK m K mK 


(3) (K;m) = 3 |-2,0,+8,(0,+0,—0,)). 
p a—=]1 


Deswegen geht durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode A 


(4 ) 5, L O,u in ji O,xı urn 
4 4, 9, LM 9, K 9, KLM 








ER TE  ER 


es ae 2 
er ee 
ER ER 7 Er 


Se 
DE 
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über, wo H den Ausdruck bedeutet: 
5.) H= (K;nl)+(K;naM)—(K;n)—(K;nLM). 
Diesen haben wir zu vereinfachen; wir können aber, den Gleichungen (2. 
zufolge, schon in der definirenden Formei (3.): 
mt K 


lee ee 
d,+d,—d, durch —20,0, 


ersetzen. Dadurch erhalten wir für HJ einen Summenausdruck. dessen Glie- 
K IN 
der theilweise mit &,, theilweise mit 20, multiplieirt sind: 


o K 


6) H= 


1 


A 
F,+20,@,], 


d 


und zwar ist 


n I nl VW n nl Y 
(7) F,= -0,-0,+0,+0,, 
nLnLK nM nMK n nK nLM nKLM 
Beer, 1. 
Nun ist nach (3.): 
ni N L 2 I 
0, = 0,+0,+20,0,, 
u 7 ı M 
do, = d. +0 -+20,0,. 


Folglich: 
I, 177 LM n 
y iR \ ) 4 \ af 4 ra \ \ 
F = (— 0.—0,- d,)(1- 20). 
Da aber auch 
LM I V L W 
Ö, — d +Jd 20,0, 


ist, so ist 
I Y 


L M n 
(9) F,= —-20,0,(14+20,) = 20,0, (mod. 4). 
In dem zweiten Ausdrucke @,, der mit 2 multiplieirt ist und deshalb nur 
modulo 2 zu betrachten ist, können wir die Grössen 
nl. nLK 


Ö e,  ete. 


a) a 


durch die ihnen modulo 2 eongruenten Werthe 


„ L 7 L 
EEE ete. 


ersetzen. So ergiebt sich nach leichter Rechnung: 
] W Mı1ı 


(10.) G.=38.0+ &,0,; 
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daher: 
u: E MXZ 


oKLM 
(11) H=z=22 'e,0,0,+8,0,0,+8,0,0,| (mod. 4). 


a\ 
a: 


Wir setzen nun 
(12) #=(-1)”=(K,L,M). 


Aus dieser Definition geht hervor: Das Zeichen (K, L, M) ist erstens sym- 
metrisch in Bezug auf alle drei Perioden: 


(13) (K,L,M)=(L,K,M)=(K,M,L)_ete. 


(Wo es nur auf die Symbole ankommt und deswegen kein Missverständniss 
entstehen kann, sagen wir hier und im Folgenden kurz „Periode“ anstatt 
„halber Periode“.) Zweitens ist 44H linear homogen in Bezug auf jede der 
drei Charakteristiken. Aus den Congruenzen (1.) folgt deshalb: 


(14) (K,L,M)(K,L,N) = (K,L,MN). 


Ausserdem ist noch eine dritte Eigenschaft von Wichtigkeit. Nehmen 
wir L=M an, so wird 
LM ß 


0,0, = (0, = Ö, (mod. 2); 
A 


deswegen redueirt sich in dem Ausdruck 


KEI LM K M KL 
e,0,0,+8,0,0,+:,0,0, 
KL 
das erste Glied auf e,d,, und die beiden folgenden werden einander gleich. 
Somit erhalten wir in diesem Falle einfacher: 


EZ 
(K,L,L) = (1°), 


Daher: 


KL LK 
(K,L, L\(L, K, K)=(K, L, KL) = (—1)° adateada) 


Nun sind aber bekanntlich zwei Perioden K, L syzygetisch oder azygetisch, 


je nachdem die Summe 
I 


en oh 
= (&.0,— „0,) 


eine gerade oder ungerade Zahl ist. Daher ist 

(K, L, KL) 
im ersteren Falle +1, im zweiten —1l. Für die Anwendung des Zeichens 
können wir hiernach folgenden Satz zu Grunde legen: 





ar. 
# 
55 4 
ER. 
Bi 
5 
RS 

er 
F 





re 
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Durch Hinzufügung der halben Periode K zu den Argumenten geht 


9, L G, W 


. = Q,xı „J), KM 
(K,L,M —— 
ın i 40 A 
9, G, LM + j f ) G, 


ıK I, KLM 


über. (K,L,M) bedeutet ein Vorzeichen, das nicht von n, sondern nur von 
den drei Periodenindices K, L, M abhängt, und dessen Eigenschaften fol- 
gende sind: 
Erstens ist es symmetrisch in Bezug auf alle drei Perioden: zweitens. 
wenn N irgend eine vierte Periode bezeichnet, so ist: 
(K,L,M)\(K,L,N) = (K,L, MN); 
drittens ist 
(L,.M,LM) = +1 oder —l, 


je nachdem L, M syzygetische oder azygetische Perioden sind. 


>) 


S9. 

Wir werden hier wenig mit diesem allgemeinen Zeichen zu operiren 
haben, sondern dafür speciellere, nur von zwei oder einer Periode abhängige 
einführen, deren Eigenschaften einfacher sind. Wir wollen nämlich weniger 
die Beziehungen zwischen den Thetafunetionen selbst, als zwischen ge- 
wissen Produeten derselben ins Auge fassen, die freilieh auch als Theta- 
relationen betrachtet werden können. 

Wir nehmen eine von 0 verschiedene halbe Periode K willkürlich. 
aber fest an und bilden die Produete: 

9,0, = P. 
Diese nennen wir Funetionen erster Stufe mit der Periodengruppe (0, K' 
als Basis. Ist 
(0, K,L,KL) oder |K,L' 
eine Gruppe zweiter Stufe, so bezeichnen wir die Produete von vier T'heta- 
funetionen: 
Q.=P,P. = 9,0% 9.r Iaxı 
als Funetionen zweiter Stufe mit der Basis |K, L|. Funetionen dritter Stufe 
endlich sind Producte von acht T'hetafunctionen: 
0,0, ar Ian Oarı- Oaxın = R,; 

denen eine Gruppe dritter Stufe |X, Z, M! zu Grunde liegt. Die Basis, 
also eine bestimmte Periodengruppe, wird bei jeder Betrachtung als fest 
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angenommen. Die Theta selbst können als Functionen der Stufe 0 an- 
gesehen werden. 


Die Werthe, welche die Funetionen 
P, 0, R, ete und ©, 
annehmen, wenn die Argumente = (0 gesetzt werden, bezeichnen wir mit 


Pas Is Tr. ete. und ce 


& 


und nennen sie Constanten der ersten, zweiten, dritten Stufe ete. oder der 
Stufe 0. Sie können offenbar nur dann von 0 verschiedene Werthe haben, 
wenn sämmtliche 'T'hetafunetionen, die als Factoren auftreten, gerade sind. 
Damit hängt eine Beschränkung zusammen. Wir betrachten nur solche 
Producte, deren Factoren sämmtlich ungerade oder sämmtlich gerade Func- 
tionen sind, und nennen die Producte ungerader ©: Functionen erster Art, 
die aus geraden gebildeten: Functionen zweiter Art. Damit wird zugleich 
die Periodengruppe, welche als Basis dient, einer Beschränkung unter- 
worfen, im Falle sie von höherer als der ersten Stufe ist; denn sind ©,, 
x ur, O,xr vier gleichartige Functionen, so lässt sich aus ihnen eine 
gerade Abelsche bilden; die Perioden X, L müssen also syzygetisch sein. 
Folglich muss in jedem Falle die Gruppe, welche die Basis bildet, eine 
@öpelsche oder syzygetische sein. — Die nächsten Sätze sind übrigens 
von dieser Voraussetzung unabhängig. 
Der Quotient zweier Funetionen erster Stufe 

4 O,9.x 

PR, 9,6, 
ist eine Abelsche Function, welche bei der Vermehrung der Argumente um 
eine beliebige halbe Periode Z in 
Par. Our Ourk 


+ + 
= ı rk 


u ; 


übergeht. Das Vorzeichen ist hier, wenn wir ab=M, oder, was dasselbe 
ist, a=bM setzen: 
(L, M, MK); 


und da wir die Periode K als fest betrachten, so können wir dafür ein 
besonderes Zeichen: 


1.) (LM, Mk) = (L|M) 


einführen. Aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeinen 
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Zeichens ergeben sich folgende Eigenschaften dieses specielleren: 
(2) (L|IN)\MIN) = (LMiN), 
(3)  (LIM)(LIN) = (L|MN), 
(4) (LIM)\MIL) = (L, M, LM). 

Die erste Eigenschaft folgt unmittelbar aus der zweiten des allgemeinen 
Zeiehens; die zweite und dritte bedürfen eines kurzen Beweises. Es ist 
(LIMN) = (L, MN, MNK.. 

Dies lässt sich zerlegen in die sechs Faectoren: 
(L, M, M\(L, M, N\(L, M, K\(L, N, M\(L, N, N\(L, N, K). 


Der zweite und vierte Factor sind einander gleich, wegen der Symmetrie 


l 








des Zeichens, sie ergänzen sich also zu +1; der erste und dritte ergänzen 
sich zu: 





(L, M, MK) = (L|IM), 
der fünfte und sechste zu: 

(L, N, NK) = (LIN); 
also ist: 

(LIMN) = (L|M\(L|N). 





Ferner ist 
(LIM) = (L, M, M\(L, M, K), 
(ML) = (M, L, DM, L, K), 








folglich: 
(LIM)(M 


d.h. es ist: 





L) = (L, M, M\XL, M, L) = (L, M, LM); 


(LIM)(M 





L) = +1 oder —I, 


je nachdem die Perioden Z, M syzygetisch oder azygetisch sind. Damit 
sind die wesentlichen Eigenschaften dieses Zeichens festgestellt; es tritt 
auf als (L]ab) bei dem Uebergange von 


4 . P,ı 
— in (Lab) ——. 
P, ( P,ı 
Für die Beziehungen zwischen den Functionen Q ist es noch vor- 
theilhaft, ein Zeichen 


(M, MK, ML) = (M) 


einzuführen, bei welchem K und ZL als feste Perioden angesehen werden. 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 4. 40 
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Man kann dieses Zeichen auf das vorige zurückführen, indem man 
(Mm) = (LM) 
setzt. Daraus folgt dann: 
(UN)MN) = (LMN|MNY(LM|MLN|N), 
oder, nach leichter Reduetion: 


(MN)CM)\(N) = (M|N)(N|M). 
Demnach ist 
(MN)M)N) = +1 oder —1, 


je nachdem die Perioden M, N syzygetisch sind oder nicht. 





$ 4. 
N . . 42 +20 
Bekanntlich existiren in dem System der 4° Functionen er 
42 — 2° 
gerade und —;— ungerade, und es lassen sich diese nach folgendem 


Prineip in g-+1 Gruppen zusammenfassen, deren jede nur T'hetafunctionen 
der gleichen Art enthält. Man kann, und zwar auf mannichfache Art, eine 
Reihe von 2o+1 Functionen bilden 


O,, O;, ° “ . O2.413 


welche gleichartig, d.h. sämmtlich gerade oder sämmtlich ungerade und 
zu je dreien azygetisch sind. Eine solche Reihe wollen wir eine Haupt- 
reihe nennen. Die Grössen einer solchen Hauptreihe sind insofern unab- 
hängig, als keine durch eine Combination der übrigen Indices bezeichnet 
werden kann; oder, was dasselbe ist, es lässt sich aus ihnen keine Abelsche 
Funetion bilden, die nicht ein Quadrat ist. Daraus folgt aber, dass 
alle übrigen Functionen durch die ungeraden Combinationen der Indices 
1, 2, ... 20+1 bezeichnet werden können, und ebenso sind zugleich alle 
halben Perioden eindeutig bestimmt durch die Combinationen gerader Ord- 
nung derselben Elemente. Aus der Definition der Hauptreihe folgt sofort, 
dass alle durch drei primitive Indices bezeichneten Functionen ebenfalls 
unter einander gleichartig, aber von entgegengesetzter Art sind zu denen 
der Hauptreihe. Den Combinationen fünfter Ordnung entsprechen dann 
wieder Funetionen derselben Art, wie ©,, ©, ete. Nimmt man hinzu, dass 
die Anzahl der geraden Functionen grösser ist, als die der ungeraden, so 
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ergiebt sich: eine Function ©, ist gerade, wenn die Ordnung der Com- 
bination a= eo oder e-+1 (mod. 4) ist, ungerade im entgegengesetzten Falle. 

Von diesem Satz hat Herr Frobenius in der Abhandlung: „Ueber 
Gruppen von T'hetacharakteristiken“ *) eine Verallgemeinerung aufgestellt, 
die in Folgendem besteht. 

Es sei gegeben eine syzygetische Periodengruppe vter Stufe 

0, K, L ete.; 
ferner sei ©, irgend eine T'hetafunetion. Man bilde alsdann die Reihe der 
2” Funetionen 
9, O0 9, ete. 

Ist ©, in dieser Reihe nicht enthalten, so werde ebenso die neue Reihe 


Ga Ar WR. 


gebildet, u. 8. f.; auf diese Weise werden schliesslich alle 4° T'heta eingetheilt 
in 2°” Gruppen von je 2” Funetionen. » ist nothwendig —o, da die 
Gruppe als syzygetische vorausgesetzt ist; wir setzen demnach 0—r = 0. 

Die 2°” oder 2°*” Gruppen enthalten im Allgemeinen gerade und 
ungerade Functionen; es giebt aber genau 4° solche Gruppen, die nur 
gleichartige Functionen enthalten, und zwar mein 


40__929 . 
—;— ungerader Funetionen. 


ad 


gerader, 


Gruppen 


Auf dieses System von 4° Gruppen beschränken wir uns. Sind 


Os ur 6c., 


GO Ir; ei 
0, ©,r, -&e. 
drei Gruppen des Systems, so ist 
Bas: Ban WE. 
eine vierte in demselben System; und ist 
9,9, 
G.Or: 


eine gerade oder eine ungerade Function, so findet dasselbe statt, wenn 
man ©,, ©,, ©, oder ©,. durch eine andere derselben Gruppe angehörige 
Function ersetzt, weil ja alle Functionen derselben Gruppe gleichartig sind. 


*) Dieses Journal, Bd. 96. 
40* 
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Die Begriffe „azygetisch“ und „syzygetisch‘“ übertragen sich also auf die 
(sruppen. Es ist nun möglich, 20-+1 gleichartige und zu je dreien azy- 
getische Gruppen aufzustellen. Nennt man 


u a 2 


die Anfangsglieder derselben, so erhält man das ganze System der 4° 
(Gruppen gleichartiger ©: 
0] O,m  ete., 


ay 


indem man für a alle Combinationen ungerader Ordnung der Elemente 
l, 2, .... 20+1 setzt. Und zwar enthält eine solche Gruppe wieder lauter 
gerade Functionen, wenn die Ordnung der Combinatin a= 0 oder o+1 
(mod. 4) ist, im andern Fall ungerade *). 

Von diesem sehr allgemeinen Satze machen wir nun Anwendung, 
indem wir die Funetionen jeder einzelnen Gruppe zu einem Product vter 
Stufe vereinigen: 

I, = 0,0.,0.,04:.. 


Die Bezeichnungen „syzygetisch“ und „azygetisch“ können wir auch hier 
von den Faectoren auf die Producte übertragen, und ebenso die Begriffe 
gleichartig und ungleichartig. Wenn wir nun auch hier eine Hauptreihe 
gleichartiger azygetischer Producte bilden: 

II, IT,, ..... Ierı, 


so ist die Anordnung aller 4° existirenden Funetionen /7, der ersten und 
zweiten Art genau dieselbe wie die der 'T'hetafunetionen von o Variabeln, 
wenn dort eine Hauptreihe der © zu Grunde gelegt wird. Für o=1, also 
v—0o-—l, existiren drei Funetionen zweiter Art /Z,, /Z,, TI; und eine von 
der ersten Art //,3; für o=2, v=o—2 sind 

II, T,, 7, T, T, wd Ms 
von der ersten Art, also Produete ungerader Funectionen, 

IT as, Il a; . Tl;;; 

die zehn Funetionen der zweiten Art, welche nicht gleichzeitig mit den 


Argumenten Null werden müssen. U.s.f. Für e=4 ist also die Anzahl 
der Constanten dritter Stufe, denen eine bestimmte Periodengruppe zu Grunde 





*) S. $3 der eitirten Frobeniusschen Abhandlung. 
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liegt, drei; die der Constanten zweiter Stufe 10, die der Constanten erster 
Stufe 36, endlich die der T'heta-Nullwerthe 136. 

Für e=3 existiren zu einer syzygetischen Periodengruppe zweiter 
Stufe (0, K, L, KL) drei Constanten «, ?, y. Wir wollen hier, freilich 
ohne Beweis, der sich aber leicht führen liesse, die Relation angeben, welche 
zwischen diesen besteht. Es ist dieselbe, welche besteht zwischen den 
(Quadraten der drei Constanten erster Stufe für o = 2, und den vierten 
Potenzen der drei Constanten Oter Stufe 9,(0), 9;(0), 9,(0) für o=1:; 
nämlich: 

e+ßt+y =. 

Für o=4 bleibt die Analogie bestehen in einem speciellen Falle, während 
im allgemeinen Falle eine wesentliche Modification der Formel eintritt. 


$5. 
Bei den Abelschen Functionen von drei Variabeln giebt es zu einer 
beliebigen Periodengruppe erster Stufe (0, K) 16 Producte 
P, = 0,6,, 


a 
gleichartiger Factoren; sechs von diesen sind Producte ungerader, die übri- 
gen gerader ©. 
Bezeichnet man fünf von den sechs Funetionen der ersten Art durch 
die Indices 1, 2, 3, 4, 5, so bilden diese eine Hauptreihe: 


Pıa, Pıa, ne Pos 


sind die zehn Functionen der zweiten Art, während P,, die sechste Fune- 
tion erster Art ist. Bezeichnen wir die letztere Funetion auch als P,, so 
sind die Voraussetzungen hier ganz symmetrisch in Bezug auf die Indices 
l, 2, ... 6: denn alle Funetionen P,, P;, ... P, sind von der ersten Art, 
und sie sind zu je dreien azygetisch; nur kann jede der Grössen P durch 
zwei Indices bezeichnet werden, z. B. P,, auch als P.;.. 

Nach einem sehr bekannten Satze über T’hetafunctionen von og Argu- 
menten existiren unter den Funectionen P,= ©,0,;,, wenn beide Faetoren 
als gerade oder beide als ungerade angenommen werden, nur 2°’ linear 
unabhängige. Diese Anzahl verringert sich noch um eine Einheit, wenn 
wir uns auf die Funetionen erster Art beschränken, da diese sämmtlich 


zugleich mit den Argumenten Null werden. In unserem Falle ist 22" = 4. 
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Also müssen je vier von den Funetionen P,,... P, durch eine lineare homo- 
gene Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden sein. Es ist leicht, 
diese Coeffieienten zu bestimmen. Sei: 

(1) aP, = aPı+@P;+a,P;. 
Dividirt man die Gleichung durch P, und vermehrt die Argumente um eine 
beliebige halbe Periode 7, so geht nach $ 3: 


P, R Pıı 
po (L|14) PB 


also die Gleichung (1.) in 
(2) aP;,, = (L|14)a,P,,+--+(L]3Na,P;, 
über; daraus folgt, wenn wir die Argumente gleich Null setzen: 


Apı,n = (L14)a,p,,++(L|34)a,p;,. 
Nehmen wir nun L= 23, so wird 


Pr =» 0, P3sı = P: = 0, 
weil P, und P; Funetionen erster Art sind, dagegen: 
Pır = Pa, Pır = Pız; 
sodass wir erhalten: 
AP2ı = (23| 14)a,P.2- 
Wir können deswegen setzen: 
ad = Pızs, d, = (23) 14)p, d, = (31j24)p314; d; = (12| 34)Pı- 


Es ergiebt sich demnach: 


3.)  PıiasPı = 23] 1Y)paPı+-+(12])34)paP;. 

(senau dieselbe Gleichung besteht für die Quadrate der ungeraden 
T'hetafunetionen von zwei Variabeln, weil in beiden Fällen die Voraus- 
setzungen ganz die gleichen sind. | 

Dies gilt für willkürlich veränderliche Argumente. Beschränkt man 
sie aber au? solche Werthe, für welche eine gewisse Abelsche Function ver- 
schwindet, so zerfällt der Quotient je zweier ungeraden Theta in zwei von 
einander unabhängige variable Factoren, und zwar wird 


/ 9, Yu, Vu, 
Se 





V Un V u n 


Hier bedeuten «, und «, lineare homogene Ausdrücke 
U, ud A„s+B,n+0,8; U, nn A„5+B,n+C,5; 





Le 


a 
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die beiden Systeme von Veränderlichen &, n, © und &, n, € sind von ein- 
ander unabhängig, genügen aber einer und derselben Gleichung vierter Ord- 
nung; die Coefficienten A,, B,, ©, sind zugleich die des Anfangsgliedes 
in der Entwickelung von ©,. 

Da P, das Product zweier ungeraden Theta ist, so wird zugleich 


net 2 Veen Een (a, 8=1,2,...6), 


wenn man unter w,, w, die Producte 


5) w,=VuVur, w= Vu, Vusx (a=1,2,...6) 
versteht. Die Gleichung (3.) giebt dann eine lineare Beziehung zwischen 
den Grössen 

DC, Mole, Wr, Wytb,, 
die auch als lineare Gleichung zwischen w,, w,, w;, w, aufgefasst werden 
kann. Da aber dann die Öoefficienten noch von dem willkürlichen Werth- 
system &n7& abhängen, so muss schon zwischen w,, w,, w, eine lineare 
Gleichung bestehen: 
6.) Fw+rRw+rRw = 0. 
Um diese Gleichung rein darzustellen, denken wir uns alle sechs Grössen 


w, — die zur Periode K gehörigen Wurzelfunctionen zweiten Grades — 
dargestellt als lineare Funetionen zweier unabhängigen Grössen x, y: 


w, = A,c+B,y 


und bezeichnen die Determinanten der Üoefficienten 
A,B;—A;B, durch [e, Pf). 

Da wir gleichzeitig 

w,—= A,c+B,y 


[74 


setzen können, so erhalten wir eine bilineare Gleichung 
(A,c+B,y)(A,x+ B,y)pıs 
= (2314) (A,0+ By) (Aıc+ Bu y)pau+-+(1213D(Ac+ By) (Aac+ Bay) pin, 


welche identisch bestehen muss für willkürliche Werthe von x, y, z, y. 
Setzen wir in dieser Identität 





z=B, y=-A; z=B, y=-A,, 








320 Schottky, Abelsche Functionen von vier Variabeln. 


so redueirt sich dieselbe auf folgende Gleichung: 


G)  [4,2][4, 3]p» = 23191, 2], 3]p, 


welche wegen der Symmetrie der Voraussetzungen gelten muss bei jeder 
Vertauschung der Indices 1, 2, 3, 4 unter einander und mit 5 und 6. Dies 
giebt ein Mittel, um die Determinanten [1,2], [1,3] ete. zu berechnen und 
damit zugleich die Coefficienten der Gleichung (6.); denn wir können in 
dieser setzen: 


F=-[2,3, R=[8;1], BR=11,2] 


Fügt man zur Gleichung (7.) noch diejenige hinzu, welche durch Ver- 
tauschung von 2 mit 5 entsteht, und bildet den Quotienten beider, so er- 


giebt sich: 
3 [4,2 au: p23ı I1,2 
a) : - je 
da 
(23/14)(53|14) = (25/14) 
ist. Hier setzen wir wieder 3 statt 5 und multiplieiren sie dann mit der 
ursprünglichen Gleichung (7.). Auf diese Weise folgt: 


(9.) Pı2z3Pı25 [4, 2]. u eh 2). 





P 135 P354 
Der letzteren Gleichung können wir aber folgende Form geben: 
4 > 2 21 2 
(10.) Ei. 1. WERD: en: 
Pa2ı Pa23 P425P4%6 Pı123 Pı24P 125 Pı26 
da 


Pıss = Pr, Pa5+ — Pıss 
ist. Dies zeigt deutlich, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der 
Gleichung (10.) unabhängig ist von jeder Vertauschung der Indices. \WVenn 
wir also die Gleichung aufstellen: 


(11.) [1,2] = Fp.»Pı2aP125Pı2; 
so können wir in derselben die Indices 1 bis 6 beliebig vertauschen, ohne 
den Factor F zu ändern. Die Formel (11.) bestimmt also — abgesehen 
von den Vorzeichen — alle Determinanten [e«, ?]. 
Der Gleichung (6.) können wir die Form geben: 
[2,3]e,+[3, 1]w,+[1,2]w; = 0, 


und, bei der Einsetzung der entsprechenden Werthe für die Determinanten, 
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die Grösse 
YFps 


als gemeinsamen Factor fortlassen. So ergiebt sich: 





(12.) ©, P234P235P236 +0, VPpsWaPs15Ps16 + W; VPpıaPısPıx u 0, 


Da K eine beliebige Periode, und ebenso w,, ®,, w, drei beliebige 
unter den sechs zugehörigen Wurzelfunetionen zweiten Grades sind, so um- 
fasst diese Gleichung alle Doppeltangenten-Relationen der Curve vierter 
Ordnung. 


Zweiter Abschnitt. 


Aufsuchung der nicht identischen Gleichung, welche zwischen den Nullwerthen 
der geraden © bestehen muss, damit eine algebraische Gleichung vom Range 4 
als Grundlage der Theorie angenommen werden darf. 


$ 1. 

Die Gleichung vierten Ranges, welche zur Definition einer Klasse 
Abelscher Functionen von vier Variabeln führt, enthält bekanntlich höchstens 
neun wesentliche Parameter, während die Anzahl der Periodieitäts-Moduln 
Tıyy Toy >». 7 gleich 10 ist. Da die letzteren als Funetionen der wesent- 
lichen Parameter allein definirt werden können, so muss zwischen ihnen 
eine Beziehung stattfinden; sie sind also nicht unabhängig von einander. 

Wenn man andrerseits von den T'heta-Funetionen ausgeht und durch 
diese die Abelschen Functionen von vier Argumenten definirt, so dürfen 
die Grössen 7, abgesehen von einigen Ungleichheitsbedingungen, als will- 
kürliche angesehen werden. Die letztere Klasse ist dann allgemeiner als 
die vorige; sie enthält einen Parameter mehr. Man hat deshalb schon 
längst die erwähnten beiden Fälle unterschieden. 

Die Beziehung zwischen den Periodieitäts-Moduln, welche im ersten 
Falle besteht, kann nicht unmittelbar aus den allgemeinen Eigenschaften 
der Theta-Reihen allein gefolgert werden. Um sie zu finden, müssen wir 
deshalb eine Annahme zu Hülfe nehmen, die der algebraischen Theorie 


entlehnt ist. In dieser werden die Argumente zunächst als Summen von 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 4. 41 
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Integralen eingeführt: 


u, = Sr. @)dr+ r@)dc+ etc. (0=1,2,3, 4), 


Die Abelschen Funetionen sind algebraische, die © dagegen transcen- 
dente Funetionen von den Grenzen dieser Integrale. Nimmt man in dem 
ersten Integral x und ce als variabel an, lässt aber in allen folgenden die 
obere mit der unteren Grenze zusammenfallen, so wird der Quotient zweier 
ungeraden ©, was unmittelbar klar ist, eine symmetrische Function von 
x und e. Ausserdem aber zerfällt er auch in zwei Factoren, von denen 
der eine nur von x, der andere nur von e abhängt. Da dies für je zwei 
ungerade Functionen 9,, ©, stattfindet, so können wir setzen: 

On _ Prkz) , Bule) 

Q, Pa) ®,(e) 
Die Form der Ausdrücke 2, (x) wird bestimmt, indem man z—c unendlich 
klein werden lässt; es sind dies die sogenannten Wurzelfunctionen ersten 
(Grades. — Man kann dies so ausdrücken: 


l. In der speciellen Theorie ist es für beschränkte Werthe der 
Argumente u möglich, sämmtliche Quotienten ungerader Theta als symme- 
irische und zerfallende Functionen zweier unabhängigen Variabeln x und c 
darzustellen. 

Nun tritt in der Theorie der T'hetafunetionen ein System homogener 
quadratischer Gleichungen auf, welches nur die ungeraden © enthält. Es 
muss möglich sein, diesem zu genügen, indem man für jedes ©, einen 
solchen Ausdruck P,(x)P,,(e) substituirt. Hierin liegt jedenfalls eine sehr 
wesentliche Eigenthümlichkeit des Systems. Die folgende Untersuchung 
zeigt, dass diese Eigenschaft keine solche ist, welche dem Gleichungssystem 
an sich zukommt, sondern dass sie nur dann besteht, wenn zwischen den 
Nullwerthen der geraden T'heta eine nicht identische Gleichung angenommen 
wird. Daraus folgt: 

Il. Der Satz ]. gilt nicht für die allgemeinen Abelschen Functionen. 


$ 2. 


Die quadratischen Gleichungen, welche zwischen den ungeraden 
'T'hetafunetionen bestehen, sind theils lineare Beziehungen zwischen den 
(Juadraten der Theta, theils ebensolche zwischen den Grössen, die wir 
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Funetionen erster Stufe genannt und mit P bezeichnet haben. Nur die 
jetzteren wollen wir hier betrachten; und zwar genügt es, eine einzige 
solche lineare Gleichung aufzustellen, die freilich wegen der Möglichkeit. 
die Indices zu vertauschen, ein System von 21 Gleichungen repräsentirt. 
Es sei K das Zeichen irgend einer von 0 verschiedenen halben 
Periode; dann giebt es nach dem Frobeniusschen Satz 64 Funetionen 
P_ = 0.0,.r; 
welche Produete gleichartiger Factoren sind, und zwar 28 Produete un- 
gerader, 36 Produete gerader ©. 
Wir denken uns hier eine Hauptreihe aufgestellt: 
ra REN 
Diese, ebenso wie die durch fünf primitive Indices bezeichneten 
P 2335; A P;456: 
sind von der ersten Art; dagegen sind die durch drei oder alle sieben 
Indices bezeichneten 


P.»; Pan; . . . Pr, 7 und ' „JPRREER 


04 
die 36 Funetionen der zweiten Art. 
Der bequemeren Schreibweise wegen wollen wir für die Combination 
aller primitiven Indices noch ein besonderes Zeichen einführen: 
1234567 = e; 
es sind dann 


P\. Pr mr Por 5 Pas u Pas 
die 28 Producte ungerader, 
na ae: u Pi 


die 36 Producte gerader Functionen. Der Werth, den eine Funetion P 
annimmt, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, möge mit p 
bezeichnet werden, wie früher festgesetzt wurde. Es sind dann p,, ps, -.. p- 
und Ps +++ Por gleich Null, die übrigen 36 Grössen p,, ete. und p, da- 
gegen von Null verschieden. 

Zwischen je neun der 64 Funetionen P besteht eine lineare homogene 
Gleichung mit eonstanten Coefficienten. Beschränken wir uns dagegen auf 
die 28 Funetionen der ersten Art, so muss schon zwischen je acht der- 
selben eine solche Gleichung stattfinden, weil alle diese gleichzeitig mit 

41* 
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den Argumenten Null werden. Es muss also eine lineare Gleichung bestehen 
zwischen den sieben Functionen der Hauptreihe und irgend einer der 21 
iibrigen Functionen erster Art, z.B. P,,., diese sei: 


7 
(1) FPa = Z (RP). 


Um hier die Coeffieienten zu bestimmen, vermehren wir die Argumente um 
eine zunächst beliebige halbe Periode L. Der Quotient 


“ ir sage ya = Er 5 ch BEL ER % RER, a 








- P, 
Poze 
geht hierdurch, zufolge $3 des ersten Abschnitts, über in 
P.r 
L|«67 _— 
( je e) Porer, . 


die Gleichung (1.) selbst also in: 
2) FPas = ZiL|e67SFIP,.. 
Daraus folgt, wenn wir die Argumente gleich Null setzen: 
3) po = Z(L]a67e)F,p..l. 


Nun sei $ irgend eine der Zahlen 1, 2, .... 7; wir können dann L= fa 
setzen. Alsdann ist: 


Par Pass un 0 für & S P, 
(4.) =p, für a=Pß, 
Poren — Por 





Somit ergiebt sich aus (3.): 
Fpzo = (B8E|P67E) Fzp.; 
man kann deswegen 
5) F=ps F,= (aela67e)p,o (a=1,2,...7) 
setzen. Da für @«e=6 
Par = Pr = V 


und ebenso für «e=1T: pP, =ps = 0 wird, so sind die Coefficienten F, und 
F, Null, die übrigen von Null verschieden. Wir erhalten demnach: 


5 
(6) Por = = Kaela67e)paor P,.|. 


Aus der Gleichung (3.) können wir eine grosse Anzahl von Bezie- 





N ne 
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hungen zwischen den Grössen p erhalten, die hier als Coeffieienten auftreten, 
indem wir für ZL verschiedene Periodenindices setzen. Es wird für uns 
genügen, auch von diesen Relationen nur eine aufzustellen. Wir setzen 
L=57. Dann wird: 

Porer — Ps6: — 0; 
ebenso: 

Pı=Pp=0; 
und da ausserdem F, und F, gleich Null sind, so erhalten wir die vier- 
gliedrige Gleichung: 


z (57/a67e)F,p.s]| = 0. 


Wir können die Gleichung mit (57/67) multiplieiren. Dann bekommen 
wir das Vorzeichen (57|«e) anstatt (57|«67e). Dieses können wir aber er- 


- setzen durch («e]57); denn da 


0.95 
©; G 557 





(a=1, 2,3, 4) 


eine gerade Abelsche Function ist (©, und @,,- 
ungerade ©), so sind ©,, ©, und O,,, syzygetische Functionen, also «& und 
57 syzygetische Perioden. Wir bekommen also: 


4 


sind gerade, ©, und 9,, 


‘ 


I(ee|57) Papas) = U, 


AZ 


und wenn wir aus (5.) den Werth von F, einsetzen: 
4 
> |(ee|@öbe)p.sPasr) = (0. 


Wir wollen in dieser Formel, was gestattet ist wegen der vollständigen 
Symmetrie der Voraussetzungen, 5 mit 7 vertauschen, sodass wir 


+ 


(7.) 3 /(ae|ae67)p,Pasr = 0 


—]1 


ES} 


als Endgleichung betrachten. Dies ist eine quadratische Gleichung — oder 
vielmehr ein System solcher — zwischen den 36 Constanten erster Stufe, 
eine biquadratische zwischen den Nullwerthen der ©. Wir können sie aber 
auch, was bei einer späteren Untersuchung vortheilhaft sein wird, auffassen 
als eine lineare Gleichung zwischen Constanten zweiter Stufe. 

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu über die Umkehrung der 
Vorzeichen. @,, ©, und @,. sind, als Factoren von P,, P,, P,.., ungerade 
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Funetionen, ©, dagegen gerade. Da aus diesen vier T’heta sich eine Abelsche 
Funetion bilden lässt, und diese ungerade ist, so sind ©,, ©, und ©, azy- 
getisch, folglich auch die Perioden le und 2. Daher ist 


(8)  (1e|2e) = —(2eile). 
Diese Vorzeichen sind also alternirende. Nun kann man aber aus den ein- 


fachen alternirenden Vorzeichen die übrigen: (12|3e), (12|34) ete. zusammen- 
setzen; z. B. ist 


I 


(12138) = (1e|3e)(28|38e), 
(12/34) = (1e|3e)(2e|4e)(2E|3E)(2e|4e). 
Daraus ergeben sich nach (8.) die Zeichenrelationen: 
(12|3e) = (38|12), 
(1234) = (34|12) 
und ähnliche, die nun nicht mehr eines besonderen Beweises bedürfen. 
Hier und im Folgenden muss jede der aufgestellten Gleichungen aus 
dem bereits angegebenen Grunde auch gelten bei beliebiger Vertauschung 
der sieben Indices, sodass jede zugleich ein ganzes System repräsentirt. 











Die im vorigen Paragraphen entwickelten Gleichungen (6.) und (7.) 
sind allgemeine, d. h. sie gelten ohne jede Beschränkung für die Argumente 
» und die Periodieitätsmoduln 7. Wir machen aber jetzt diejenige Voraus- 
setzung, welche in $ 1 dieses Abschnitts angegeben wurde; wir nehmen an. 
dass die Quotienten ungerader Theta in Wurzelfunctionen zerfallen: 

1) In - Pnle) Bule') 


9%,  ®D,(@) ®,(e')’ 
wo x und x’ Variable sind. Die Argumente « sind also dann sicher nicht 
mehr unabhängige veränderliche Grössen. 
Wenn wir dann die Wurzelfunetionen zweiten Grades bilden: 
o (Pa )Pux(e) = Wu, 
2) \d,@)P,.(e) = w),, 
unter der Voraussetzung, dass m und mK Indices ungerader T'heta sind, so 


wird der Quotient zweier Functionen erster Art 


> . ! 
P, On Win 


(3,) P, m 0), 
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Es giebt also hier 28 Wurzelfunetionen zweiten Grades 
Ber ae ER Se Be 


die zur Periode K gehören. Da die Gleichung (6.) homogen ist, so können 
wir direet jedes P durch das Produet der entsprechenden Wurzelfunetionen 
ersetzen: 


\ 


5)  PrWer Wer = & \(aelae67)p,orWw.Ww,). 
am] 


Diese Gleichung kann, da x’ von x unabhängig ist, aufgefasst werden als 
eine lineare Beziehung zwischen den Grössen w. Wir nehmen an, dass 
nicht schon zwischen drei dieser Grössen eine lineare homogene Gleichung 
mit eonstanten Coefficienten besteht; dann müssen je vier derselben sicher 
durch eine solche Gleichung verbunden sein. Man kann sich deswegen 
die 23 Funectionen der Reihe (4.) dargestellt denken als lineare Functionen 


» 


mit eonstanten Coefficienten dreier Grössen &, n, ©: 


(6) w.= A,5+B,n+0,%, 


Ik IM 


sodass zwischen &, n, © selbst eine lineare Gleichung nicht besteht, und 
die aus den Üoeffieienten dreier Ausdrücke gebildeten Determinanten 


2 m % 
(7.) 4 B G|\= [mr] 
a R- € 


von Null verschieden sind. 
Da die Grössen wo‘, dieselben Functionen von r' sind. wie die « 
von z, so setzen wir ebenso: 


8) eo) = AF+Bn+CcL, 


und die Gleichung (5.) muss, wenn diese Ausdrücke eingesetzt werden, in 
eine identische übergehen, da sie linear ist in Bezug auf beide Systeme 
linear unabhängiger Veränderlicher. Wir fassen sie von jetzt ab als solche 


.! ! “a! 


auf und können demnach für &, „7, {, 5, 7, © willkürliche Werthe einsetzen. 
Die Determinanten [m, », r| sind zugleich die Coeffieienten der 
(leichungen, durch welche irgend vier der 28 linearen Ausdrücke w, ver- 


bunden sind. Es ist identisch: 


(9) [m,n,rjw, = [p,r, rle.+[p, r, mlw,-+[p, m, n]w,. 
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Wenn wir w, und w, gleich Null setzen, so können wir zugleich für alle 
übrigen Indices, dieser Formel zufolge 


w, = [P; N, r] 
annehmen. 


$4. 
Wir leiten jetzt aus der identischen Gleichung (5.) drei verschiedene 


Beziehungen ab, die zwischen den Determinanten [m, », r] und den 36 Grössen 
p bestehen. 


I. Wir setzen erstens: 


5 
2 
a. 
2 
Re. 
., 
3 
Re Pr 
1. 
E 
I - 
R 
* 
2 
2 
Be 
08 
2: 
ei 
& 
a 
5 
3 
5 
R 


ow=0 u; =0I) we) w=(, 
und dem entsprechend: 
wo. = [678, 2,3], wo. = [678,4,5], w,=[1,2,3]), wo, =[1,4,5). 
So erhalten wir die Gleichung: 
(1.)  p.[67e, 2, 3][678, 4,5] = (1e|1e67)p,o[1, 2, 3][1, 4, 5). 
Um hieraus eine Folgerung zu ziehen, betrachten wir für den Augenblick 


6 und 7 als fest, sodass nur 1, 2, 3, 4, 5 vertauscht werden dürfen, und 
setzen unter dieser Annahme zur Abkürzung: 


(2) [67,2,3]=[2,3], po =2r., (181867) = d.. 
So ergiebt sich: 
3)  p.[2,3][4,5] = dıa,[1, 2, 3][1, 4, 5). 
Wir vertauschen hier 5 mit 1 und bilden den Quotienten beider Gleichungen: 


[4,5] _ a, [12,5], 
an 9 3] 





Ebenso ist: 





OOREN «1. BRBR WR. 0 


3] 
- 2.4 s. Ti 
(9.) a = 0,0, = u N 


folglich, wenn wir (3.), (4.), (5.) multiplieiren: 


1 A? -— /) NN, 2 222 
(6.) p.[4, 57 = 010,0,0,0, = [1, 2, 3]. 


.n 


Das Produet der Vorzeichen 3 


0,0,0,0,0, = 4 


IN ET EE  e n 


en 


7 

er 

P% 

Br 
& 
ic 
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hat den Werth +1. Denn es ist 
d, = (18|1867) = (18]2345) = (1e|2e)(1e|3e)(1e|4e)(1e|de). 
Da die einzelnen Zeichen alternirende sind, so zerfällt auf diese Weise 4 
in ein Produet von 20 Factoren, von denen je zwei sich zu —1 ergänzen. 
Es ist also 4= +1. 
Kehren wir jetzt wieder zu den ursprünglichen Bezeichnungen zurück, 
so haben wir die Formel: 
a) MEETS _ ProrPasıPuer 
[1, 2, 3]° PD. 
Il. Wir setzen jetzt die Grössen 


3 


O5, Wi 1%; 1%; 
gleich Null, und entsprechend: 
o„=[m, 3,4], w, = [m, 3, 5], 


sodass also drei Glieder der Gleichung (5.) im vorigen Paragraphen 
fortfallen.. Dann erhalten wir zunächst: 


(8)  p.|E67, 3. 4][&67, 3,5] = y (aslae67)p,[e, 3. 4lle, 3, dl}. 


am 


Um diese Gleichung zu vereinfachen, bedienen wir uns derselben abkürzen- 
den Bezeichnungen wie vorhin. Wir schreiben also: 


7) 


(9)  p:[3,4][3,5] = & \.n.[a, 3, 4][e, 3, 5]). 


a=] 


Nun ist zufolge (4.): 
Bl nn Bl, 
zufolge (6.): 
p.[3. 5] = 0,0,0,0,0, nn [4, 1,2]. 
mithin: es 
p.[3, 4]08, 5] = —0, 0,0, "= [1, 2, ][1, 2, 5]. 


3 
Setzt man dies ein für den Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung 
(9.) und dividirt dieselbe durch d,0d,7,7,, so wird sie symmetrisch in Bezug 
auf die Indices 1, 2, 3; man erhält: 


(1,3, 4]01, 3, 5]+ © [2, 3, 4][2, 3,5]+% [1,2,.4[1,2,5] = 0, 


3 
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oder: 


(10.) z (ae|ae67) EizZ un >] = 0, 


wo, in jedem Gliede der Summe, /, y die beiden von «@ verschiedenen 
Zahlen der Reihe 1, 2, 3 bedeuten. 
III. Endlich setzen wir: 
Worss Ws Wire, Ws; 
gleich Null, und dem entsprechend: 
v,=w,= le, 5, 67€]. 
Bei dieser Annahme werden nur zwei Terme gleich Null, die übrigen 
(Juadrate; wir erhalten: 


+ 
(11.) 5 \(aelae6T)p..|e, 5, 678! = 0. 
a=i 
Bezeichnet man jetzt, ähnlich wie vorhin, durch £, y, d die drei 
von «@ verschiedenen Zahlen der Reihe 1, 2, 3, 4, so ist nach (7.): 


P 567 P,67P 367 3,Y Ö 2 
16, a Z _PsP asiz Ps67 [ v 


Setzt man dies ein und dividirt die Gleichung durch 
_P 107 P 267 P367 P467 
Ps P 567 


(12.) 2 \(we] E67) [B, 7, 2] ) ),= 0. 


a—1 P 067 
Da auf diesen Beziehungen zwischen den Determinanten und den Coeffieienten 
p die weiteren Schlüsse beruhen, so stellen wir diejenigen Gleichungen, 
welche wir bei der folgenden Untersuchung anwenden werden, nämlich (1.), 
(<.), (10.) und (12.) dieses Paragraphen und die Relation (7.) in $2 zu 
einem Gleiechungssystem zusammen, indem wir die zuletzt erhaltene Formel 


b) 


so tolgt: 


als die wichtigste voranstellen: 





I. < 5 2 (aelae 67) a. | = 0, 
IL. 5 |(«e|®e67) PasPaı = 0 
(A.) [61e, 1. Be; P 167 P267 P367 
IN. 5 | 3)’ ge P =: P 467 P 567 
IV. BACH € 67) 1 7; ıe e 2 = ®, 
V. n.[67., 2, 3][678,4,5] = (1e)1867)p.«[1, 2, 3]11, 4, 5). 
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8». 


Wir führen jetzt 35 Grössen 


Pa. Da; ns. a PD 


567 
ein durch die Gleichung 


any ur 


Fu », a 
P: P456 P457 PP 367 P 567 ie 


welche bei jeder Vertauschung der Indices 1 bis 7 gelten soll. Dieser 
Definition zufolge können wir in der ersten Gleichung des Systems (A.): 


IP; 7;> 0] durch P:P u56P a57P a67 P 567 b PR) 


ersetzen. Indem wir in der Gleichung, welche so entsteht, noch 5 mit 6 
und 7 vertauschen, erhalten wir das folgende System: 
4 


> VEBER 
2 |(aejae67) Pas Pası Para) u‘ 


d. 


N 
ID 
x 


4 
5 \(aejaeT7d) por Pan Ps, = 0. 


a=i 





+ 
3 i(a8|oE96) Pas PanPa,5| = 0. 


Dies sind drei homogene lineare Gleichungen zwischen den vier (srössen 
Paz, Par, Par, Pia; In jeder derselben ist die Summe der Üoefficienten 0, 
wie aus der Formel (1l.) desselben Systems hervorgeht. Es seien 


d,, d,, d;. d;, b,. . . . b;: C, . . . C; 


die Coefficienten dieser Gleichungen. und z,. 2,, 2;. r, die vier (srössen 


Papas,» Diy. Aus 


020, +: m +41, +0r, = UV, 
a +% +9 -+a, — () 
folgt dann: 
a(2—2,)+a,(0,—ı,)- a,(2;—ır,) = (0: 


ebenso: 
b,(2,—2,)+b,(2, —r,) bb; —a,) =. 
a —-2)+ 0m —-2,)+ 0; —r,) = 0. 
Mithin ist 
BB) ges -g=z, 
wenn nicht die Determinante 


42* 
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au m a 
(4.) bs u, 5b =D 
. 6 & 


den Werth O0 hat. Die Annahme aber, dass eine solche Determinante ver- 
schwindet, ist wenigstens in dem Falle auszuschliessen, wo die Definition 
der Abelschen Funetionen auf einer Gleichung vierten Ranges beruht, welche 
neun wesentliche Constanten enthält. Um dies zu zeigen, nehmen wir mit 
dem Ausdruck D eine Umformung vor. 

b, und c, enthalten den Factor p,;; es ist also 


'b, b; ’ 
D=a + Pi: @, 


o & 


wo G eine ganze Function von Theta-Nullwerthen bedeutet. Ferner ent- 
halten b,, c, den gemeinsamen Factor p.;, db; und c, enthalten p3;, und es 
ist @& = #P1s6Pıs- Folglich ergiebt sich: 
(5.) D.= + P156P157P267P30r I + Pro: @, 
wo 
. (2E]2E75)pı (BEldET7d) pP 
(28 2896) Ps; (38/3856) Ps; 





also: 
(6.) d=+ (Pas6P357 y (23 | 67) P356P25;) 


ist. — Nun beruhte die Gleichung 


(1e|1867)Prs5pısr ++ (LEltE6)pisoPp3sr = 0 


nur auf der Voraussetzung, dass die Functionen P,, P,, ... P; eine Haupt- 
reihe bilden; indem wir andere Grundfunetionen wählen, die denselben Be- 
dingungen genügen: 


RE : 


u Fa Ru # m ® 


können alle 64 Funetionen P auch durch die Combinationen dieser Indices 
bezeichnet werden; und es muss dann ebenfalls 


a» “> u» 


(7) 1 (ae|aE Au)p.eı Puzut (BE BE Ru )ParaPpuu 
U-Hye' yEhU)Pzx Prrut (IE IE Au )paiPiru = 0 





sein, wenn wir unter & die Combination der sieben Indices « bis « verstehen. 
Nun bekommen wir eine zweite solche Hauptreihe, wenn wir den 
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« « 


Indices « bis u folgende Werthe beilegen: 
8) a=3, P=2 y=468, d=16e, 2=d6, A=2de, u=Tbe 
Dann wird 

(9) «= 1457: = 236. 


Alle diese Indices bezeichnen nämlich Funetionen erster Art. Durch die 
Combination dreier aber erhält man immer entweder eine dreigliedrige 
Combination oder den Index &, also immer einen Index, der eine Funetion 
zweiter Art bezeichnet. Wir bekommen also wieder eine Hauptreihe. Somit 
muss unter den Annahmen (8.) die Gleichung (7.) bestehen. — Nun folgt 
aus (8.) und (9.): 
oe = 26, veluı=3T, azi=256, azu = BT; 

folglich: 

(ae ne Au)PariParu = (26|3T)Pp2s6P35r- 
Wenn wir in derselben Weise die übrigen Glieder der Gleichung (7.) um- 
formen, so ergiebt sich: 


(10 ) | (26 | 37)P3s6 Ps; -(36 | 27 )Pss6 Pa; 
| +(1567|1523)p1:Pı»+(4567 14523) pp = 0: 





oder: 

+d= P2s6P 357 — (23 |67) P356 Pr = + PwrPı23 HE Pas: Pa>3- 
Das eine Glied des Ausdrucks auf der rechten Seite, welches den Faetor 
Pi enthält, können wir mit p,;@ vereinigen und erhalten so: 


(11) D= +psaPsrPsorParPısPisst @-Pur 
wo @G ebenfalls eine ganze Funetion der Grössen p bedeutet. 

Diese Darstellung zeigt nun zunächst, dass D nieht identisch Null 
ist. Denn andernfalls würde aus der Annahme, dass ein Factor von pr; 
also der Nullwerth eines geraden 'Theta, verschwindet, folgen, dass minde- 
stens noch eine zweite gerade 'T’'hetafunction gleichzeitig mit den Argu- 
menten verschwindet. 

Dies ist unrichtig in der allgemeinen T'heorie; es ist nicht einmal 
richtig in der speciellen, der eine Gleichung vierten Ranges zu Grunde liegt. 
Denn Herr Weber hat in der Abhandlung: „Ueber einige besondere Aus- 


oO 


nahmefälle der Abeischen Funetionen“ *) gezeigt, dass man über eine belie- 


*) Math. Annalen Bd. 13. 
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bige von den geraden T'hetafunetionen die Voraussetzung machen darf, sie 
werde Null gleichzeitig mit den Argumenten, ohne dass hieraus das Ver- 
schwinden des Nullwerths einer zweiten folgt. Von den beiden Gleichungen 
zweiten und dritten Grades, welche zwischen den: Ableitungen der Integrale 
erster Gattung bestehen, redueirt sich die erstere in diesem Falle auf die 
eines Kegels. 

Es kann also weder in dem allgemeinen Falle, wo die Periodieitäts- 
moduln 7 als unabhängige Grössen aufgefasst werden, noch in dem spe- 
ciellen, wo sie Funetionen der neun wesentlichen Parameter einer Glei- 
chung vierten Ranges sind, eine solche Determinante, wie wir sie mit D 
bezeichnet haben, verschwinden, und daraus folgt, dass die vier Grössen 
Paar :.. Pi, einander gleich sein müssen. 

Da dies auch bei jeder Vertauschung der Indices gilt, so müssen die 
35 Grössen ?,,, sämmtlich denselben Werth haben, den wir jetzt mit ® 
bezeichnen. 


$ 6. 
/u den Formeln des Systems (A.) tritt nun eine neue Fundamental- 
gleichung hinzu: 


(1.) 1, 2, 3] - PP .Pss5 Pas: PaoPsor- 


Diese ersetzt die Gleichung I. des Systems. Auch die Gleichung III. kann 
dureh Einführung dieses Ausdrucks in anderer Form geschrieben werden. 
Zugleich ändern wir die übrigen Gleichungen durch eine neue Bezeichnung 
der Determinanten. Wir machen den Ausdruck [1, 2,3] symmetrisch in Be- 
zug auf die Indices 1, 2, 3, indem wir ihn mit den drei alternirenden 
Zeichen 
(1ej2e), (1lel3e), (2e|3e) 

multiplieiren. Mit diesem Vorzeichen genommen möge die Determinante als 
F,,, bezeichnet werden: 


2) Fr = (lej2e)(1e|3e)(2e 





3E)[1, 2,3]. 





In ähnlicher Weise setzen wir 


(3)  [678,4,5] = (4 





52)[678; 45). 


Dann erhalten wir folgendes abgeänderte System: 
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I. F};; = Pp.:P4sP 157 P 167 Ps6r ; 
Il. [67,45] = PpiorPzorPs6:PrsPasr, 


II. 9,1678; 23][672; 45] = pi Fıa Fin, 
(B.) a 





| Fa,aF;,5 \ 
IV. P3 ae] ßy) Be 0, 
+ . 
V. SE \(aeloe6T)p,Pasr! = 0. 


a—1 


Wenn man vom Vorzeichen absieht, ist die Gleichung Ill. schon eine Folge 
von ]. und Il. 

Die Gleichungen III. und IV. haben andere Vorzeichen erhalten, als 
die ursprünglichen V. und IV. in dem System (A.). Dass sie richtig sind, 
ist leicht zu erkennen. — Zunächst ist in der Gleichung III.: 

FıaFıs = (182345) (28j3e)(4el5e)[1, 2, 3][1, 4, 5], 
2345 aber gleich 1867. 
Ferner in Gleichung IV.: 
FzaF gs ” (By 
(Pr 





2)[8,7,4]18,7,5], 
45) = (ael45)(e/3yEl45), 





also: 





15) = (aßye|45)(ae| 745, 


— (er, „8145 (8 abi): 


(ae IY)(PY 





und da (aPye|45) als gemeinsamer Factor fortgelassen werden kann, so 
stimmen beide Formeln überein. 

Es tritt bei dieser Zusammenstellung schon die vollständige Ueber- 
einstimmung mit der Theorie der Abelschen Funetionen von drei Argu- 
menten hervor; alle Gleichungen des Systems (B.) gelten auch dann, wenn 
man unter p, das Quadrat des Nullwerths einer geraden T’hetafunetion von 
drei Argumenten, unter A,, B,, €, die Coeffieienten des ersten Gliedes in 
der Entwiekelung einer der 28 ungeraden nach homogenen Functionen der 
Veränderlichen versteht. Es ist deshalb natürlich, dass auch die Folge- 
rungen, welche wir in diesem Paragraphen aus dem System (B.) ziehen, 
bekannten Sätzen genau entsprechen. 

Zunächst sind dureh I. und Il. die Coetfieienten der Gleichungen, 
welche zwischen den Wurzelfunetionen zweiten (Grades 


or, =P (Pre), - - - Br = Dr) Poanx(*) 
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bestehen, abgesehen vom Vorzeichen, bestimmt. Nach der Definition der 
Ausdrücke [m, n, r] ist 


| 
> 


2 |+[B,7, 0)w.| = 
oder: 
Et Rym,| = 0 
und ebenso: 
Fast = 2&|+[67; Bye); 


Wenn man für die Determinanten- Ausdrücke ihre Werthe einsetzt, 
so erhält man: 


(4.) un &|+ VP4s6Pasp P «67 .W Em 


0. 


und 
BEE URN 3 ee 
- / / 
(D.) NP. Pass Pas Wer: = z + V P.67 P 3,6 Par7 w,) E 


Man kann die Grössen p,;, und demnach auch die Coeffiecienten dieser 
letzten Gleichung ersetzen durch Ausdrücke, welche rational aus den sieben 
Werthsystemen A,, B,, C, (@e=1, 2, .... 7) gebildet sind. Die Formel I. 
in (B.) definirt ein System von 35 Gleichungen, mit dessen Hülfe man die 
35 Grössen p,;, bestimmen kann. Es besteht folgende Umkehrung dieser 
Formel: 

Bezeichnet man mit 7/7 das Produet aller 35 Grössen p,;,, mit IT, 
dagegen das Product derjenigen 15 Grössen p,„= p,.;, bei denen die Com- 
bination m das Element x enthält, so ist: 


DB ©. 52,30 


A MR u 


(6) Ps = 5 "ILILILR 


123 
Man hat, um diese Gleichung zu beweisen, nur für die fünf Grössen F’ 
ihre durch I. gegebenen Werthe einzusetzen. 

Hieraus ergiebt sich: 


RUE 8 78 
y a R.- 456 457 467 56 
A) Pin YILILIL,F,,, ' 


wo R einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet, dessen Vor- 


zeichen beliebig gewählt werden kann: das Vorzeichen von Y/7, /1,T], dagegen 
ist durch diese Formel bestimmt. 
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In der Gleichung (IV.) des Systems können wir jetzt p,., durch 
Fa,aFa Fass Fa 


YILILILF,s 


ersetzen; dadurch geht sie über in: 
3 
8)  Z|eelBy)VTTITITF,GFusl = 0. 
a] 


Offenbar muss die Gleichung, welche wir aus dieser durch Vertauschung 
von 45 mit 67 erhalten, mit ihr geradezu identisch sein, d.h. die Vor- 
zeichen der Wurzelausdrücke müssen so beschaffen sein, dass immer: 
YMILM,  YILELN, 
YIL,IL TI, YIL,IT, IL, 
ist. Dies sagt aber nichts anderes aus, als dass es möglich sein muss, 


Y/1,, YIT,, ... Y/]. mit solehem Zeichen zu wählen, dass allgemein: 


(9) VILI,IT, = VILYI,YI. 
ist, Demnach wird: 


3 
(10.) 5 \(ae\By)YIT,F,sF.r) = 0. 
a—] 


Wenn wir hier 4 mit 6 vertauschen, so bekommen wir eine zweite Gleichung, 
die mit der ersten zusammen das Verhältniss von Y//, zu Y/TZ, rational dureh 
die Grössen A,B,C, bestimmt. Wir können setzen: 


(11.) (aslye)(4elbe)(delTe)|F,; Fr Fs Fr — F» Fu F.sFın! = @ 


G@, ist dann die quadratische Determinante, deren Verschwinden ausdrückt. 

dass die von A;B,C, verschiedenen Punkte der Reihe A,B,C,... A-B-C. 

auf einem Kegelschnitt liegen; mit einem solchen Product alternirender 

Zeichen multiplieirt, dass sie symmetrisch wird in Bezug auf alle sechs von 

P verschiedenen Indices und deshalb durch 5 allein bezeichnet werden kann. 
Aus (10.) folgt dann: 


VII, @—-VYI,G, = 0 





j’ 


oder: 
(12) YIT,= eG, 


wo wieder ce einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. 
Den Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (7.) können 
wir jetzt durch den rationalen ersetzen: 
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R FosFisrFurF, 


__456 457467 587 . 


ce @,6,6,F ' 


123 





daher, wenn wir 


5 = 066606 








setzen: 
(13.) Pı2s = s6,@,6@,6,F, Fir For Fasz 2 
Ps F 
Demnach ist auch 
Pier — $: G,@,F,,,F,5@,@, FF; 
Pz Fer | 


und man kann deshalb der Gleichung (III) im System (B.) folgende Ge- 
stalt geben: 











. (6Te; 23) (67e; 45) 
(14.) G,@,F,,\ Fas4Fa3s Fası as: G@,F 51 Fuss ass Fasz Pssr 
= s 
= Der arl ea unn ag F,, 





wo zur Abkürzung mit F,;, das Product der fünf Factoren F,,; bezeichnet ist. 

Bei dieser Form der Gleichung lässt sich unmittelbar erkennen, 
dass die beiden Factoren, aus denen der Ausdruck auf der linken Seite 
sich zusammensetzt, Werthe besitzen müssen, welche von der Vertauschung 
der Indices 1, 2, 3, 4, 5 unabhängig sind; die beiden Factoren müssen 
deshalb auch einander gleich sein. Daher ist 


(15.) [67 €, 23] um Vi GG; Paz, F34 Fra For Paor 
Es ist aber identisch: 
Fa, = < ((«e1Py)[678; Pylw.|, 
folglich: 


a | 
(16.)! We. = Y = s \(ee|Py) G;@,F 3,4 Pays 367 F,s: w.|. 


67 ,4= 


Dies stimmt überein mit der Darstellung der 28 Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung durch 7 unter ihnen, welche einer Hauptreihe ent- 
sprechen. Die letzte Formel bringt also den Satz zur Evidenz: 

Es existirt eine ebene Curve vierter Ordnung, deren 28 Doppel- 
tangenten durch die Gleichungen „= 0 gegeben sind. 
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87. 


In $5 hatten wir zwei Annahmen aufgestellt, von denen wir die 
zweite ausschlossen. Aber auch die erste führt zu einer Gleichung oder 
vielmehr zu einem System von Gleichungen zwischen den Nullwerthen 
der geraden T'hetafunetionen, das wir aufstellen und ausführlich untersuchen 
wollen. Wir werden sehen, dass dieses System von Gleichungen zwar 
nicht für willkürliche Werthe der Periodieitätsmoduln 7,, ete. erfüllt ist. 
aber auch nur eine einzige Beziehung zwischen ihnen darstellt. 

Wir gehen aus von der identischen Determinantenrelation: 


[2, 3, 5][1, 4, 5]+[3, 1, 5][2, 4, 5]+[1, 2, 5][3, 4,5] = 0. 
der wir die Form geben: 
(1) =Z|+F.asFas] = 0, 


#75| 
indem wir die Vorzeichen unberücksichtigt lassen. Die einzelnen Glieder 
entsprechen den drei möglichen Zerlegungen von «eßyd = 1234 in (12, 34), 
(13,24), (23,14). Der Gleichung (I.) im System (B.) zufolge ist: 


u 

F,ss 4 1 Dp. P 67 P;s7 Pz+P 5,7 3 
— 

F,;, — } Dp.P as; P 567 P „86 Pa97 . 


Folglich erhält man aus (1.), indem man 


Dp.V P.6:P a0 P;6r Poor 
als gemeinsamen Factor fortlässt: 
2.) Zj+VpumwPasParsPar! = 0. 
Wir wollen dies auffassen als eine Gleichung zwischen den Nullwerthen 
der geraden ©, indem wir für diese eine Hauptreihe von neun Funetionen 
aufstellen. Natürlich kann die Gleichung selbst hierdurch nicht vereinfacht 
werden, da ja jedes p jetzt durch ein Produet zweier Faetoren zu ersetzen 


ist, — Die Functionen der Hauptreihe bezeichnen wir auch wieder durch 
die ersten ganzen Zahlen: 


pn, E TERRBRSE PAR, . ° 
und setzen 
K = 89; 
natürlich ist diese Bezeichnung nicht mit der bisherigen in Uebereinstimmung: 


aber wir werden sofort die geringe Abänderung erkennen, welche mit den 
43* 
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bisher aufgestellten Formeln vorgenommen werden muss, damit sie auch 
bei der neuen Bezeichnungsweise gelten. 

Hier sind die durch einen, fünf und neun Indices bezeichneten Func- 
tionen gerade, die durch drei und sieben Indices bezeichneten ungerade. 
Wenn wir aber für die Combination aller neun Indices wieder ein beson- 
deres Zeichen z einführen, so sind 

G, y G, und G aßyde 
die geraden, 
O, und 5; 


die ungeraden Funetionen; wobei «, 9, y, d, e irgend welche verschiedene 
unter den Zahlen 1 bis 9 bedeuten. Es sind daher 


G ( 0% 
O8 O9 ee ED ER ur > - "A 


die 28 Produete ungerader Funetionen, welche zur Periode K = 89 gehören, 
und zwar bilden die ersten sieben eine Hauptreihe, da die Funetionen 9,,, 
zu je dreien azygetisch sind. Die bisher aufgestellten Formeln missen 
deshalb gelten auch bei dieser Bezeichnung, der eine Hauptreihe von neun 
T'hetafunetionen zu Grunde liegt, wenn die Indices 


Mn 


a8% 


ersetzt werden durch 

18x, 28%, 38%, ... 18%, 
und K = 89 angenommen wird. An Stelle von p,;, erhalten wir dann 
P.;;, oder, wenn der Nullwerth eines geraden ©, mit c, bezeichnet wird: 


C, Ird C „879x ’ 


die Gleichung (2.) geht dadurch über in folgende: 


(3.) = m. Ve, 568% C.860x Cu578x Ca979x © 3,68% © 3,69% © 3,78% C 37,79% =V\. 


Zu bemerken ist hierbei, dass cz, identisch ist mit C;,;;, ete.; eine gering- 
fügige Vereinfachung könnte übrigens dadurch herbeigeführt werden, dass 
man überall den Index x fortlässt; dies würde keine Zweideutigkeit ver- 
ursachen. 

Die Gleichung (3.) muss bestehen bei jeder Vertauschung der 
Indices 1 bis 9, und noch mehr: bei jeder Wahl der Hauptreihe, solange 
die Voraussetzungen gelten, die der bisherigen Untersuchung zu Grunde 
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liegen. Man kann durch eine veränderte Wahl der Funetionen, welche 
die Hauptreihe bilden, analoge Formeln erhalten, in denen auch die Grössen 
C, ©, ».. Co und ec, auftreten. Da aber unsere Voraussetzung nur eine 
einzige Bedingung zwischen den wesentlichen Constanten 7 herbeiführen 
darf, so müssen aus einer einzigen Gleichung dieses Systems alle übrigen 
hervorgehen, wenn man diejenigen Relationen zu Hülfe nimmt, welche bei 
willkürlichen Werthen der 7 bestehen und aus den allgemeinen Eigen- 
schaften der T'hetafunctionen entspringen. Dies ist ein Satz, den wir auch 
direet beweisen wollen. 


$ >. 

Wenn wir den Index einer der Grössen, die unter dem Wurzel- 
zeichen in der Gleichung (3.) vorkommen, gleich a setzen, z.B. «d68z = a, 
und diesen mit den sieben übrigen combiniren, so erhalten wir die Perioden- 
indices: 

89, 67, 6789, 1234, 123489, 123467, 12346789. 
Fügen wir die Periode 0 hinzu, so haben wir eine Periodengruppe dritter 
Stufe: 
189, 67, 1234|. 


Diese Periodengruppe ist syzygetisch, da ©,, O,x, Or; O.x, gerade Func- 
tionen sind, wenn K, L zwei von den drei Perioden bedeuten. Es giebt 
aber überhaupt nach dem Frobexiusschen Satz nur drei Funetionen dritter 
Stufe, die zu einer bestimmten solchen Periodengruppe gehören und die 
aus lauter geraden Factoren bestehen, also auch nur drei Constanten, die 
wir als r,, r,, r;z bezeichnen wollen. Diese drei Constanten müssen dem- 
nach identisch sein mit den drei Produeten, deren Wurzeln in Gleichung (3.) 
vorkommen. Wir werden deshalb den zu beweisenden Satz in dieser Form 
aussprechen können: 

Zu jeder syzygetischen Periodengruppe dritter Stufe gehören drei 
Constanten r,, r,, r3; wenn für eine bestimmte Gruppe die Gleichung besteht 


Ir t/n tn = 0, 


so besteht eine ebensolehe Gleichung für jede derartige Gruppe. 
Wir können aber jetzt den Satz so aufstellen, dass er für die all- 
gemeine Theorie gilt: 
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Zwischen den drei Constanten dritter Stufe, die einer bestimmten Göpel- 
schen oder syzygetischen Periodengruppe entsprechen, besteht die Gleichung: 


n+n+n—2rn—2rn—2rn = J, 


wo J eine Grösse bedeutet, die für alle diese Periodengruppen denselben Werth 
hat, also unabhängig ist von der Gruppirung der Perioden. 

Dies lässt sich ohne Mühe beweisen, wenn man vorher die Bezie- 
hungen zwischen den zehn Constanten der zweiten Stufe, die einer bestimm- 
ten syzygetischen Periodengruppe |K, L} entsprechen, in ihrer allgemeinen 
Form dargestellt hat. 

Es giebt im Ganzen 16 Functionen mit der Gruppe !K,_L| als Basis. 
Wenn wir eine Hauptreihe aufstellen und die Functionen dieser Reihe durch 
die Indices 1, 2, ... 5 bezeichnen, so ist dadurch die Bezeichnung der 
übrigen von selbst festgesetzt; O3, Os --- Os Sind die zehn Functionen 
der zweiten Art, Q13, --- 94 also die zehn zur Gruppe gehörigen Constan- 
ten, während die Functionen der Hauptreihe: Q,, Q:, ... Q, und ausserdem 
O,.;, von der ersten Art sind. 

Für die Aufstellung der Beziehungen zwischen diesen Grössen hatten 
wir am Schluss von $ 3 des ersten Abschnittes ein Vorzeichen 


(M) — (M, MK, ML) = (ML|M) 


eingeführt, von dem wir jetzt Gebrauch machen. 


$ 9. 
Satz. Zwischen den zehn Constanten zweiter Stufe, die zu einer 
bestimmten Periodengruppe |K, L| gehören, bestehen fünf unabhängige Glei- 
chungen: 
(1) (2345): + (3415)gu+ (4125) gu.+ (1235) = 0, etc. 


Der Bezeichnung liegt die Annahme einer Hauptreihe Q,, Q:, ... Q; zu 
Grunde; (2345) ist das erwähnte Vorzeichen. 

Die zehn Grössen g sind Producte der Nullwerthe von je vier Theta- 
funetionen 


Qu a C,C,xCar Caxıs 
die Gleichungen selbst sind bekannt, nur wegen der Form, in der das 
Gleichungssystem aufgestellt ist, ist ein Beweis nothwendig. 





‘ [1 
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Wir hatten eine solche Gleichung in $ 2 als quadratische Relation 
zwischen den Grössen p der ersten Stufe aufgestellt. Diese vertritt zugleich 
alle analog gebildeten. Wir haben nur Folgendes zu beweisen: 

Wenn ZL eine zu K syzygetische Periode ist, so lässt sich die Haupt- 
reihe der sieben Functionen erster Stufe 

ERTL 
immer so wählen, dass P, durch die Periode Z in P, übergeführt wird, und 
demnach ZL als 67 bezeichnet werden kann. 

Dies lässt sich aber so zeigen. Wir wissen, dass 16 Functionen 


Oo, O x ®, SR 
existiren, welche Producte gleichartiger © sind. Dann sind auch 
o, O,x un Mi. GO, O,xı — Par 


Functionen erster Stufe, die aus gleichartigen Factoren bestehen. Wenn 
wir nun irgend eine Hauptreihe der P zu Grunde legen, so missen beide 


zu den 64 Functionen 
P P P 


gehören. Es muss also der Index Z durch Combination der Indices zweier 
solcher Funetionen hervorgehen. Das heisst: Z (oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, ZK) muss sich als Combination gerader Ordnung der Indices 
1, 2, ... 7 darstellen lassen. 

Ist diese Combination von der zweiten Ordnung: L= «of, so können 
wir durch einfache Umstellung der Funetionen P,, ... P, bewirken, dass 
L=67 wird. 

Ist Z von der vierten Ordnung: L=«Pyd, und sind z, 4, u die drei 
von «, , y, Ö verschiedenen Zahlen der Reihe 1 bis 7, so stellen wir die 
folgende Reihe auf: 

Faces Kap Eis: Pen Bus: P 
Dies ist ebenfalls eine Hauptreihe, da durch die Combination dreier Indices 
immer ein dreigliedriger oder der Index & hervorgeht. Hier geht die letzte 
Funetion aus der vorletzten hervor durch Vermehrung der Argumente um 
die halbe Periode zAus = aßyd = L. 

Ist endlich Z eine Combination von sechs Zahlen «, £, y, 0, A, u 
der Reihe 1 bis 7, x die siebente, so können wir 

P erh A A 
als Hauptreihe wählen; dann wird ebenfalls dasselbe erreicht wie vorhin. 


a» ade» aßy und F a, eL2 ..ND 


Aus® 


auEe) x» Öx: 
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Es ist also keine Beschränkung der Periode ZL, sondern nur eine 
Voraussetzung über die Wahl der Hauptreihe P,. ... P,, wenn wir L= 67 
setzen. 

Nun ist nach Gleichung V. des Systems (B.), welche n $2 aus den 
allgemeinen Eigenschaften der 'T'hetafunetionen bewiesen wurde: 


2) la 6N pp = 0. 


a] 


Da L= 67 ist. so ist 
P.56 Pa57 = Pa5s7 Pasıı — Gas: 5 


ferner: 


(ae|r267) = (aeleeL) = (veL) = (0867). 
Somit geht die Gleichung (2.) über in folgende: | 
4 A 
IN u) 7 ee E 
(3.) = (ae 6 )Qass, 6 V, 
oder, da (1867) = (2545) ist, etc. 
(4)  (2345)g17+(3415)g:5+ (4125), + (1235) gar > 0. 
Bei dieser Bezeichnung ist aber nicht eine Hauptreihe der Q, sondern eine 
solche der P zu Grunde gelegt. Dies lässt sich leicht ändern. Offen- 
bar sind 
P,P;, PoePıre; PP; a P;5 Pr: 
oder: 
O;, 68: O6: 5 ee Os; 


die sechs von den 16 Functionen Q, welche aus ungeraden Factoren be- 
stehen. Es bilden also: 


Qrses Pros + + + Os 

eine Hauptreihe für die Funetionen Q. Setzen wir nun: 
1lbe =a, 2b. =b, 36be=c, 46. =d, Dbe=e, 

so sind: 

du 95 05 Qu P. 
die Funetionen der Hauptreihe, und gleichzeitig ist 

bed = 23468 = 157, 
cda = 257, dab = 357, abe = 451; 

endlich 


2345 = bede, 3415 = cdae etc. 
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Folglich geht die Gleichung (4.) über in: 
(bede)g,..t-(edae)g.. + +(abce)g,. = 0: 
und wenn wir jetzt an Stelle von a, 5, ce, d, e wieder die Zahlen 1, 2, 3. 4. 5 
einführen, so erhalten wir die zu beweisende Gleichung. Da man die 
Indices 1 bis 5 vertauschen kann, so repräsentirt sie ein System von fünf 
Gleichungen. 
Diesen lässt sich eine noch einfachere Form geben. Wir setzen 

12345 = 4. 

Dann wird 
(2345) = (14) ete., 

I. = (Qıs- 

Die Gleichung (1.) geht also über in: 


11; I ,;\ (2 7\ (A 3\ 
Al)gıt+ (2A) gt (34) g5;+ 4.)g4; = WU, 
Wenn wir nun zur Abkürzung setzen: 
(5). (er) Br)a.a = Äas 


so bekommen wir zwischen den zehn Grössen k, welche das Svstem der 
zehn Uonstanten zweiter Stufe vertreten können, die Gleiehnnzen: 

k,+k;, +hutk;, = WU, 

kötkutk,tk, = 0. 

(6.) katkat ke Hz = V, 





hatkatkuthur = 0, 
ks+ ka; - kz;th; = UV 
Hierbei ist zu bemerken, dass k,;=k;., it. — Man bekommt noch ein 


zweites System ähnlicher Art: 
(7.) ki» T hi; + Rz, — k;- 80. 
wenn man drei dieser Gleichungen addirt und die beiden übrigen subtrahirt. 


$ 10. 

Wir gehen jetzt zum Beweise des Hauptsatzes iiber. Jedentalls ist 
der Werth des Ausdruckes 

(1) Fir, nm, rn) = n+rn +41 —2rn—2rn—2rır;. 
in welchem r,, r;, 7; drei zusammengehörige Uonstanten dritter Stufe bedeuten, 
durch die Angabe der drei syzygetischen Perioden K, ZL, M, welche die 
zugehörige Gruppe repräsentiren, völlig bestimmt, da ja zu jeder solehen 
Gruppe nur drei Constanten dritter Stufe gehören und F eine rationale 
symmetrische Funetion ist. Man kann also 
Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 4. 44 
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(2) F(r, tr, nr) = ®(K, L, M) 
setzen; und da ? nur von der Gruppe abhängt, so können K, L, M unter 
einander vertauscht, ferner K durch KL, KM oder KLM ersetzt werden, 
u.s. f., ohne dass der Werth von 2 sich ändert. 

Wir denken uns zunächst K und L als fest, und, wie im vorigen 

Paragraphen, eine Hauptreihe 

(3.) Q,, Ö;, Q;, O;; Q; 
für die 16 zur Gruppe |K, L) gehörigen Functionen Q aufgestellt. Da 
die Perioden K, L, M syzygetisch sein sollen, so giebt es eine Funetion 
R, mit der Basis |K, L, M|, welche aus lauter ungeraden Faetoren besteht. 
Diese kann aber als Product zweier Funetionen der zweiten Stufe mit der 
gemeinsamen Basis /K, L\ aufgefasst werden: 

R, = Q. Par 

Es existirt aber ausser den Funetionen Q der Hauptreihe nur noch die 
eine, Qy34, welche ein Produet ungerader Theta ist. Folglich muss sowohl 
0), als Q,, eine der sechs Funetionen 

Q, ) Q; ’ O; ’ O,; ’ Q; ’ Q 12345 
sein, d.h. es müssen in der Reihe zwei Functionen sein, welche durch 
die Periode M in einander übergeführt werden. Deswegen muss entweder 
M oder MK oder ML oder MKL darstellbar sein als Combination gerader 
Ordnung der Indices 1, 2, ... 5. Wir können aber M selbst in dieser 
Form dargestellt denken, da ja M durch MK, ML und MKL ersetzt werden 
darf, ohne dass der Werth von & eine Aenderung erleidet. 

Es sind deshalb nur 15 verschiedene Werthe für M zu setzen, wenn 
man K, L als fest annimmt, nämlich die zehn Combinationen zweiter und 
die fünf Combinationen vierter Ordnung der Zahlen 1 bis 5. 

Nehmen wir zunächst M = 45, so sind 

02494: — Tı, 
(4.) ı G3140315 — Ta, 
9114915 — T3 
die drei Constanten dritter Stufe, welche zur Gruppe |K, L, M| gehören. 
Nehmen wir aber M= 1245, so sind 


0:415 = 9ı5 
(9.) G34425 = 92; 
Ber =2.:85 
die zugehörigen drei Constanten. 
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Führen wir an Stelle der Grössen q die mit 4 bezeichneten Werthe 
ein, so erhalten wir: 
eher, Akusla = 8: 
(6.) oh ern Aha. 
hun ar, Pink > 8; 





wo 


l 


(7) w=ı(44)(54), P 


Hieraus folgt zunächst 


(14) (24) (44) (54). 


Be): 9 = ae 
Ferner: 
(9.) o(r, +n,—r;) +68 1 82, —8;) ar Ks h,,)(kıs Hk) —kyka—kırkıs 


Nun ist aber dem Gleichungssystem (6.) des vorigen Paragraphen zufolge: 


katkn = Ay. 
kath = —h5—h;. 
Dadurch geht in der Formel (9.) der Ausdruck auf der rechten Seite über in: 
(10.) (kat ku)(Ckt hy) — karl — hola — hy; hy, T Bi 1 Man Zu kı.). 
Dies ist aber gleich Null nach dem zweiten Gleichungssystem, das sich 
als Folge des ersten ergab. Mithin folgt aus (9.): 
(11.) (r, +4n,— r,) u ($, 9—8;). 


Da ausserdem r,r, = s,s, Ist, so ist 


G32:;: Ein, Wi N) = Fü, 4,8) 
oder: 
(13) #(45, K,L) = (1245, K, L). 
Durch successive Vertauschungen der Indices 1, 2, 3. 4, 5 folgt aus dieser 
letzten Gleichung, dass der Ausdruck Z(K, L, M) denselben Werth hat für 
alle 15 Perioden, die für M gesetzt werden können, wenn man K und Z 
festhält. Der Werth desselben ist also schon bestimmt durch K und 1 
allein: 
(14) d&(K, L, M) = P(K, L). 
Da man 7 mit M vertauschen, und auch ZL durch LM ersetzen kann, 
so folgt: 
15.) PK, D=Y(K, M)= Y(K, LM). 
44* 
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Bei dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass nicht nur Z und M zu K, 
sondern auch M zu L syzygetisch ist. Aber diese letzte Bedingung kann 
‚man fortlassen. Denn setzt man von einer vierten Periode N nur voraus, 
dass sie zu K syzygetisch ist, so ist sie auch wenigstens zu einer der drei 
Perioden Z, M, LM syzygetisch, folglich auch #(K, N) einem der Werthe 
(15.) gleich; mithin 

Y(K, D) = P(K, N), 
gleichviel ob Z und N syzygetische Perioden sind oder nicht. Setzt man 
demnach 

PK, L) = X(K), 
so wiederholt sich derselbe Schluss; es ist 

X(K)=XD)=X(KL), 
wenn ZL und K syzygetische Perioden sind: jede dritte Periode ist entweder 
zu K oder L oder KL syzygetisch; folglich hat X(K) für alle Perioden 
denselben Werth. 
Der Ausdruck Z(K, L, M) ist daher vollständig invariant. 
Der in $ 8 aufgestellte Satz ist hiermit bewiesen. Die verschiedenen 

Gleichungen 

Yr +/n+/r, = 0, 
deren jede einer syzygetischen Gruppe dritter Stufe entspricht, stellen also 
nicht mehr als eine Bedingung zwischen den Periodieitätsmoduln dar. Zu 
zeigen bleibt jetzt nur, dass sie überhaupt eine Bedingung darstellen, d.h. 
dass die Grösse J nicht identisch 0 ist. Es folgt dies zwar schon aus dem 
Umstande, dass im allgemeinen Falle aus dem Verschwinden zweier 
Grössen e,, e, nicht folgen darf, dass noch eine dritte, e,, Null wird. Dennoch 
lohnt es sich, auch hier einen direeten Beweis zu führen, der auf der 
Entwiekelung von J nach Potenzen eines der auftretenden Parameter 
beruht. 


$ 11. 


Wir denken uns die Thhetafunetionen auf die specielle Form redueirt, 
in der ausser den og Argumenten nur die wesentlichen Constanten, nämlich 
die Periodieitätsmoduln 7 auftreten. An Stelle der allgemeinen quadratischen 
Funetion von 2o Grössen 


Glan, U, 2 U MY, 4. Rt YV,) 
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(s. $1 des ersten Abschnitts) tritt alsdann der redueirte Ausdruck 


9%, ala ©,; Nn,-+Vı, nun N. v,) u ni) T,,(n, 1 v.(N; u v.)\ 
Ze 


u 
+2ni &(n,+v,)v,, 
ai 
wo T,;=Tr,, ist. In dieser Form wird die 'T'hetafunetion als 
I(0,,...0,5 4, V) 
bezeichnet; im Uebrigen bleiben die Bezeichnungen unverändert. Jede der 
Grössen c, ist demnach dargestellt durch eine Reihe: 


nıyin, +12 ,.n,+ de )+ nid ‚In, i I ) 
a a le ALTE 
n 


in weleher % die quadratische Funetion 

(2.) xlan..-&,) = Sı(t, 0,%5) 
bedeutet, und 

(3.) 3 (d,e,) 20 (mod. 2) 


ist. Zu jedem c gehört eine bestimmte Charakteristik. Eine Constante 
dritter Stufe ist ein Product von acht Grössen der Form (1.); die acht 
Charakteristiken sind sämmtlich verschieden, genügen der Bedingung (3.),. 
und ausserdem gilt für dieselben Folgendes: Wenn man durch Zusammen- 
setzung einer geraden Anzahl aus diesen acht Systemen Perioden-Charak- 
teristiken bildet, so erhält man eine Gruppe |K,L,M| dritter Stufe. Dass 
diese syzygetisch sein muss, ist selbstverständlich. Endlich wissen wir: es 
giebt immer drei solche Systeme von je acht Charakteristiken. bei denen 
‚die Periodengruppe dieselbe ist. 

Für e=5 lassen sich ebenfalls Systeme von 2°? = 8 Charakteristiken 
bilden, die diesen Bedingungen genügen, z. B. diejenigen acht, welche man 
erhält, wenn man jedes & gleich Null setzt, jedem d aber seine zwei ver- 
schiedenen Werthe beilegt. Es sei 

d.0,0, 


(4.) aa 4 (a i. 2; 8) 


€, €, &, 
ein derartiges vollständiges Göpelsches System von acht Uharakteristiken für 
o=3. Fügt man nun noch ein Zahlenpaar 


ih 


(5.) Ö, == Ö,. &, = 8£, 
hinzu, das für alle acht Charakteristiken (4.) dieselben Werthe hat und der 


Bedingung 
(6.) Ö, &, = 0 
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genügt, so bekommt man für e=4 ein System von acht Charakteristiken 
für eine Uonstante dritter Stufe; und man bekommt drei Systeme, welche 


drei zusammengehörigen Constanten dritter Stufe entsprechen, wenn man die 
drei verschiedenen Annahmen 


7) =0, 8=0; d4=—l, 8=0; G=0, sel 
macht. 

Ein solches System von 3.8 Charakteristiken denken wir uns der 
Entwickelung zu Grunde gelegt; es ist gleichgültig, welches, da die in- 
variante (srösse J von der besonderen Wahl der Periodengruppe unab- 


hängig, ist. 
Wir zerlegen die Funetion % in 
a) / . ) 
(8.) Z\ 1, Xa, T;) +2 = T 40, Egt 74, 
Wo 


3 
9) ran m.a) = Zılmsauaı 
ist, und setzen: 
(10.) Ta = WW, (-1239),), Tu=T; 
ferner: 
1) Ma 
An Stelle des Exponenten in der Gleichung (1.) tritt dann folgender: 


A ix(n, + le, N.+ ie,, N: 18;) 


(12.) -2niln,+ e) | m. +4e)w. Hair te)‘ 


am 





3 
i r 2 i P) Ö, (n,+ 1e,) + Al id, (n.+ 18). 


a=1 
Hieraus folgt, wenn wir die Reihenentwickelung von ec, nach Potenzen von 
e"‘ —h ordnen: 


+% . u 
(13.) C„ Bu 5 le" 364) Ort 1E,) I((n+te,) w;, ER (n++48,) ;)|; 
sodass also hier die Coeffiecienten durch Thetafunetionen dreier Veränder- 
lichen mit derselben Charakteristik 
/ 30,30, 29) 
je, de, 38, 


gebildet sind. Wegen der Congruenzen (3.) sind diese "T'hetafunctionen 
gerade, wenn d,&,=0 ist, ungerade im anderen Falle. 
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Nehmen wir zunächst &,=(0 an, so erhalten wir: 
(14) ce, = 30,0, 0)+2(—1)’h9w,, w., w,)+ete. 
Ist aber = 1, so fängt die Entwickelung an mit: 
(15) c,= A’nt9(lw,, bo, 40,)-+ etc. 

Wir haben drei Producte r,, r,, r, von je acht solehen Ausdrücken zu 
bilden. Die drei Produete unterscheiden sich von einander nur in den Än- 
nahmen über Ö,, &,; die Charakteristiken der Funetionen dreier Argumente, 
welche als Coefficienten auftreten, sind dieselben (vgl. (4.)). Es treten also 
nur acht Tihetafunctionen dreier Argumente auf, die sämmtlich gerade sind 
und eine vollständige Göpelsche Gruppe bilden. Nennen wir diese 

Br Br! 
so erhalten wir: 


. = I 90, 0, (,+2hylw,, w., w;).+ ete.|, 
(17.) r, = NM'0, 0, 0),-2h9lw,, w., w;).+ ete.|, 
‚—1 
r, = Mj2M3lw,, Iw,, Iw;,), ete.|. 
a1 





Wir bezeichnen nun mit f das Produet der sämmtlichen Grössen 
30, 0, 0), :.. 890, 0, O%, 


ED 


mit f, das Produet aller mit Ausschluss von (0, 0, 0),; sodass 


18) 1190, 0, 0),)=f=f.90, 0, 0 


a—]1 


ist: ferner mit S die Summe 


: | 
(19.) PT FLACHE 0 05) = 8; 


Ad= 


mit P das Produet 
(20.) 11 30, (), 0),34 ,. yo», 1p;)., — pP. 


Dann sind die Anfangsglieder in den Entwickelungen von r,, r, und fr, 
nach Potenzen von h: 
r, = f+2Sh+ ete., 
rn = f-2Sh+ etc. 
fr; = 2Ph’+ etc. 
Hieraus folgt, da 
J = (r, -r,.)’—2r;(r,+r:;) 


ul 4 


- r, 
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ist: Ä 
21) J= 16(S°—-64P)h’+ etc. 
Diese Entwiekelung giebt noch einen eigenthümlichen Satz für die T'heta- 
funetionen dreier Variabeln. w,, w,, w, können als vollständig willkürliche 
(srössen aufgefasst werden. Der Werth des ersten Coefficienten in dieser 
Potenzreihe, oder 
22) S’-64P =H 

kann nieht davon ahhängen, welches Göpelsche System man gewählt hat: 
somit ist auch dieser Ausdruck als eine Perioden-Invariante zu betrachten. 
die aber noch die Variabeln selbst enthält. 

Um mit völliger Deutlichkeit zu erkennen, dass #4 nicht identisch 
Null ist, denken wir uns die Parameter 7,,, 7», 73, Tja, 73, Ta, durch die 
Gleichung 

(0, 0, 0), = 0 

beschränkt, wodurch wir statt der allgemeinen Funetionen dreier Variabeln 
hyperelliptische erhalten; und ®,, w,, w; so gewählt, dass 


FW, %., W;) 


von O verschieden ist. Da in diesem Fall nur der Nullwerth eines einzigen 
geraden 9 verschwindet, so sind zwar f, fi, f, --- f gleich Null, f, aber 
von Null verschieden. Demnach redueirt sich 
P auf 0, Ss auf fiIlw,, w, w;); 
daher wird 
2 Q? : 
H = fi (w,, ws, Ws). 

Es zeigt sich also: 

Man kann zwar r,, als Function der übrigen Parameter so definiren, 
dass die Gleichung J= 0 erfüllt wird; aber es ist J nicht identisch 0. 


Zürich, den 24. November 1886. 


Druckfehler. 

Seite 326, Zeile 9 lese man (12/34) = (18|3e)(18]4e)(28|3e)(2e|4e). 
„ 9328, Formel (2.) lese man [67e, 2,3] statt [67, 2, 3]. 

„985, » (10.) » » (3627) P;;5; Pas1 statt (36 





ZU) Pzs6 Pasr- 
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